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Аннотация. Показано, что критерий Конторовича нейтральной устойчивости релятивистских
ударных волн (релятивистский аналог критерия Дьякова—Конторовича в классической гидро-
динамике), после исключения производной вдоль ударной адиабаты Тауба—Гюгонио с исполь-
зованием соотношений на релятивистском ударно-волновом разрыве, сводится к ограничению
на изоэнтальпийную производную внутренней энергии по удельному объему в системе покоя:
𝑝 > (𝜕𝜀/𝜕𝑣)𝑤 > 𝑝0. Индекс 0 относится к начальному состоянию, а величины без индекса —
к состоянию за фронтом ударной волны. Термодинамическая формулировка позволяет выпол-
нять проверку критерия без анализа ударной адиабаты. Приведены примеры такой проверки для
ударных волн в идеальном релятивистском газе и кварк-глюонной плазме, даны эквивалентные
термодинамические формулировки для анализа устойчивости ударных волн на основе различных
данных. https://doi.org/10.33849/2024106

1. ВВЕДЕНИЕ

Линейная теория устойчивости ударных волн в сре-
дах с произвольными термодинамическими свойствами
выделяет диапазон параметров ударной волны, в ко-
тором, в рамках анализа линеаризованной задачи для
уравнений, описывающих эволюцию возмущений, по-
следние не растут и не затухают. Поток энергии аку-
стической составляющей вторичных волн в этом слу-
чае направлен от ударной волны в сторону ударно-
сжатого вещества, т.е. ударная волна является источни-
ком вынужденного, если имеет место нелинейная устой-
чивость, или спонтанного (в противном случае) излуче-
ния звука. Для обозначения этого диапазона в литера-
туре используются термины: неустойчивость Дьякова—
Конторовича, спонтанное излучение звука ударной вол-
ной, нейтральная устойчивость ударной волны (в рам-
ках линейной теории). С выполнением условий ней-
тральной устойчивости связывают сложное поведение
ударных волн, состоящее в аномально медленном за-
тухании возмущений и связанной с этим неоднородно-
стью параметров (энтропии, завихренности, давления)
за ее фронтом. Генерация такой ударной волной энтро-
пийных и вихревых возмущений обусловлена наличи-
ем участков с различной интенсивностью и кривизной.
С изломами поверхности ударной волны (узловыми ли-
ниями трехволновой конфигурации) связаны вихревые
поверхности, разделяющие области с различной энтро-
пией. Взаимодействие встречных вторичных волн при-
водит к формированию вихревых пар.

Впервые анализ устойчивости относительно малых
двумерных возмущений нерелятивистской ударной вол-
ны в среде с произвольными термодинамическими свой-
ствами, был выполнен С.П.Дьяковым [1] с исполь-
зованием метода нормальных мод и позднее уточнен
В.М.Конторовичем [2]. В рамках проведенного иссле-
дования были получены критерии неустойчивости удар-
ной волны, связывающие безразмерную производную
вдоль ударной адиабаты 𝐿 = 𝑗2(𝜕𝑉/𝜕𝑝)𝐻 , где произ-
водная берется вдоль ударной адиабаты, 𝑗 — плотность
потока массы через поверхность ударной волны, число

Маха течения за фронтом ударной волны (M) и степень
сжатия вещества в ударной волне (𝑉0/𝑉 ):

𝐿 < −1 или 𝐿 > 1 + 2M (неустойчивость), (1)

𝐿 >
1−M2(1 + 𝑉0/𝑉 )

1−M2(1− 𝑉0/𝑉 )
(нейтральная устойчивость).

(2)

Впоследствии эти условия были вновь получены на
основе более общего математического подхода [3]. В ра-
боте Конторовича [4] анализ был обобщен на случай
релятивистской гидродинамики и получена релятивист-
ская формулировка критериев устойчивости, которые в
нерелятивистском пределе переходят в (1) и (2). В [5]
введен релятивистский аналог параметра 𝐿 и предложе-
на формулировка критериев устойчивости ударной вол-
ны, полученных в [4], посредством этого параметра.

До настоящего времени выполнение (2) фиксиро-
валось для ударных волн в металлах [6–8], в услови-
ях неравновесной ионизации в газах [9, 10], в реальном
газе [11–13]. Установлено выполнение этого условия в
горячей плазме углерода, кремния, алюминия, ниобия
[14], в неадиабатических условиях при протекании ре-
акций [15, 16]. В большинстве случаев (см., например,
[6–10, 12]) реализация условия обнаруживалась в ре-
зультате непосредственной проверки выполнения (2) на
ударной адиабате. Такой подход не дает общей карти-
ны влияния термодинамических свойств среды на реа-
лизуемость условий нейтральной устойчивости ударной
волны и затрудняет анализ того, какие термодинамиче-
ские факторы способствуют выполнению этого условия,
а какие, напротив, способствуют устойчивости ударной
волны.

Впервые, на тот факт, что условие нейтральной
устойчивости ударной волны, после исключения из него
параметра 𝐿 с использованием соотношений на ударно-
волновом разрыве, существенно упрощается, было пока-
зано в [17] для случая нерелятивистской ударной волны.
Позднее, устойчивость релятивистских ударных волн
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в линейном приближении была повторно исследована
в [18, 19] на основе метода, аналогичного [3]. Иссле-
дование условий корректности смешанной задачи для
уравнений, описывающих эволюцию возмущений при-
вело авторов к формулировке критерия нейтральной
устойчивости ударной волны в виде ограничения на про-
изводные уравнения состояния [19]. Руссо на основе по-
лученного результата теоретически показал выполнение
этого критерия в газе Ван-дер-Ваальса [11].

Термодинамический критерий является удобным
инструментом для анализа реализуемости нейтрально
устойчивых ударных волн в рамках релятивистской и
классической гидродинамики. В разделе 2 термодина-
мическая формулировка критерия нейтральной устой-
чивости релятивистской ударной волны в виде огра-
ничения на изоэнтальпийную производную внутренней
энергии по удельному объему выводится непосредствен-
но из условия, полученного Конторовичем в [4]. В раз-
деле 3 приведены примеры применения термодинами-
ческого критерия для оценки реализуемости нейтраль-
ной устойчивости ударных волн в средах с различными
уравнениями состояния. Даны эквивалентные форму-
лировки критерия для анализа его выполнения на ос-
нове различных данных. Затем, показано, что в тер-
модинамической формулировке критерий нейтральной
устойчивости ударных волн одинаково записывается в
релятивистском и в нерелятивистском случае и показа-
на связь с формулировкой, полученной в [11].

2. ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЙ КРИТЕРИЙ
НЕЙТРАЛЬНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ
УДАРНЫХ ВОЛН

Критерий нейтральной устойчивости релятивист-
ской ударной волны в рамках специальной теории отно-
сительности впервые получен Конторовичем на основе
исследования устойчивости методом нормальных мод.
Результат представлен в системе отсчета, связанной с
ударно-волновым разрывом, с использованием системы
единиц, в которой в качестве масштаба скорости исполь-
зуется скорость света. Критерий сформулирован в виде
следующей цепочки неравенств [4]:

− 1

𝑢2
𝑦

(︁
1 + 2𝛾

𝑢𝑦

𝑐

)︁
<

(︂
𝜕ℎ

𝜕𝑝

)︂
𝐻

<

− 1

𝑢2
𝑦

1−M2 − (1 + 2𝑢2
𝑦)M

2/(𝑢2
𝑦𝛼)

1−M2 +M2/(𝑢2
𝑦𝛼)

. (3)

Здесь 𝑢𝑦 = 𝛾𝑣 — компонента 4-вектора скорости за
фронтом ударной волны, нормальная к поверхности
ударной волны; 𝑣 — соответствующая компонента гид-
родинамической скорости; 𝛾 = 1/

√
1− 𝑣2; M = 𝑣/𝑐 —

число Маха течения за фронтом ударной волны; 𝑐 —
скорость звука в релятивистской гидродинамике (см.,
например, [20]): 𝑐2 = (𝜕𝑝/𝜕𝑒)𝑆 , где 𝑆 — удельная эн-
тропия; 𝑒 — плотность внутренней энергии; 𝑝 — давле-
ние; ℎ = 𝑒 + 𝑝 — плотность энтальпии; 𝛼 = [ℎ]/[𝑝] − 2,
где квадратные скобки обозначают скачок соответству-
ющей величины на ударно-волновом разрыве; производ-
ная (𝜕ℎ/𝜕𝑝)𝐻 берется вдоль ударной адиабаты Тауба—

Гюгонио [21]:

ℎ2
0𝑉

2
0 − ℎ2𝑉 2 + (𝑝− 𝑝0)(ℎ0𝑉

2
0 + ℎ𝑉 2) = 0, (4)

здесь и далее индекс 0 относится к состоянию перед
ударной волной, 𝑉 — удельный объем в связанной систе-
ме отсчета. В зависимости от рассматриваемой системы
удельные величины приходятся на частицу, единицу ба-
рионного числа или единицу массы.

Левое неравенство в (3) для определения границы
нейтральной устойчивости ударной волны не существен-
но, поскольку участок неустойчивости

− 1

𝑢2
𝑦

(︁
1 + 2𝛾

𝑢𝑦

𝑐

)︁
>

(︂
𝜕ℎ

𝜕𝑝

)︂
𝐻

, (5)

соответствующий экспоненциальному росту возмуще-
ний, на ударной адиабате всегда перекрывается обла-
стью структурной неустойчивости или метастабильного
поведения ударной волны. Интерес представляет правое
неравенство, т.к. оно определяет границу области устой-
чивых ударных волн и области нейтральной устойчиво-
сти. Рассмотрим условия, которым должно удовлетво-
рять уравнение состояния вещества, чтобы в нем бы-
ли возможны ударные волны, отвечающие (3). Для это-
го преобразуем правое неравенство (3), исключив про-
изводную вдоль ударной адиабаты и скорость, с ис-
пользованием соотношений на релятивистском ударно-
волновом разрыве. Запишем это неравенство в эквива-
лентном виде

1 + 𝑢2
𝑦𝑞

2(1 + 𝑢2
𝑦)

<
1

1 + (M−2 − 1)𝑢2
𝑦𝛼

, (6)

где по определению

𝑞 =

(︂
𝜕ℎ

𝜕𝑝

)︂
𝐻

,

и преобразуем отдельно левую и правую части (6). Со-
гласно (4) приращения плотности энергии, давления
и удельного объема вдоль ударной адиабаты Тауба—
Гюгонио связаны соотношением

𝑋0

𝑋
𝑑𝑝+

[𝑝]− ℎ

𝑋
𝑑𝑋 = 𝑑𝑒, (7)

где 𝑋 ≡ ℎ𝑉 2. Используя соотношение на ударно-
волновом разрыве (следствие релятивистского аналога
соотношений Ренкина—Гюгонио, см. [21])

𝑋0

𝑋
= 𝑢−2

𝑦

[𝑝]

ℎ
+ 1, (8)

тождество 𝑣2 = 𝑢2
𝑦/(1 + 𝑢2

𝑦), и вводя обозначения

𝑔 =
[𝑝]

ℎ
− 1, 𝑉𝑝 =

ℎ

𝑉

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑝

)︂
𝑒

, 𝑉𝑒 =
ℎ

𝑉

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑒

)︂
𝑝

, (9)

получим выражение для левой части (6)

1 + 𝑢2
𝑦𝑞

2(1 + 𝑢2
𝑦)

=
1 + 𝑔(𝑉𝑝𝑣

2 − 𝑉𝑒)

1 + 𝑔(𝑉𝑝𝑐2 − 𝑉𝑒)
. (10)
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Из соотношений на релятивистском ударно-волновом
разрыве следует выражение для параметра 𝑎𝑙𝑝ℎ𝑎:

𝛼 =
1− [𝑝]/ℎ

𝑢2
𝑦 + [𝑝]/ℎ

. (11)

С учетом (11) правая часть (6) приводится к виду

1

1 + (M−2 − 1)𝑢2
𝑦𝛼

=
1 + 𝑔(1− 𝑣2)

1 + 𝑔(1− 𝑐2)
. (12)

После подстановки преобразованного выражения (10) и
(12) в (6) имеем

1 + 𝑔(𝑉𝑝𝑣
2 − 𝑉𝑒)

1 + 𝑔(𝑉𝑝𝑐2 − 𝑉𝑒)
<

1 + 𝑔(1− 𝑣2)

1 + 𝑔(1− 𝑐2)
. (13)

Из соотношения для квадрата скорости звука 𝑐2 =
−(1 + 𝑉𝑒)/𝑉𝑝 > 0, ограничения на параметр 𝑔, которое
следует из соотношений на ударно-волновом разрыве:
−1 < 𝑔 < −1/2, принципа причинности 𝑐 < 1, и условия
эволюционности ударно-волнового разрыва 𝑣 < 𝑐, сле-
дует, что знаменатель правой части (13) положителен,
а знак знаменателя левой части неравенства противопо-
ложен знаку 𝑉𝑝. После приведения к общему знаменате-
лю, деления на 𝑔, 𝑉𝑝 и 𝑣2 − 𝑐2, приходим к неравенству,
эквивалентному (13),

[𝑝]
(︀
1− 𝑉𝑒/𝑉𝑝

)︀
> ℎ𝑐2. (14)

С учетом тождества

1− 𝑉𝑒/𝑉𝑝 = 𝑤𝜀|𝑉 ,

где

𝑤𝜀|𝑉 =

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝜀

)︂
𝑉

,

𝜀 = 𝑉 𝑒 — внутренняя энергия, 𝑤 = 𝜀+ 𝑝𝑉 — энтальпия,
(14) принимает вид

ℎ𝑐2 − 𝑤𝜀|𝑉 [𝑝] < 0. (15)

Условие (15) равносильно критерию нейтральной устой-
чивости ударной волны в формулировке Конторовича.
Термодинамическое тождество

𝑤𝑒|𝑉 (𝜀𝑉 |𝑤 + 𝑝) = ℎ𝑐2,

доказательство которого дано в приложении, можно за-
писать в виде

𝑤𝑒|𝑉 (𝐺+ [𝑝]) = ℎ𝑐2, (16)

где 𝐺 = 𝜀𝑉 |𝑤 + 𝑝0. Выразив производную 𝑤𝜀|𝑉
из (16), после подстановки в (15) получим эквива-
лентную запись условия нейтральной устойчивости
ударной волны

𝐺

𝐺+ [𝑝]
ℎ𝑐2 < 0, (17)

из которой следует, что условие нейтральной устойчиво-
сти выполняется тогда и только тогда, когда параметр
𝐺 заключен в диапазоне −[𝑝] < 𝐺 < 0, что равносильно
ограничению на производную внутренней энергии:

𝑝 > −𝜀𝑉 |𝑤 > 𝑝0. (18)

Левое неравенство в (18) равносильно условию
𝑤𝜀|𝑉 > 0, другая запись которого имеет вид Γ > −1,
где Γ — параметр Грюнайзена:

Γ = 𝑉 𝑝𝑇 |𝑉 /𝜀𝑇 |𝑉 .

Невыполнение этого условия представляется экзотич-
ным, хотя не противоречит законам термодинамики. В
этих условиях силу критерия приобретает правое нера-
венство

−𝜀𝑉 |𝑤 > 𝑝0, (19)

которое чаще всего не выполняется, и выполнение кото-
рого в ограниченной области фазовой диаграммы озна-
чает реализуемость нейтральной устойчивости ударных
волн. Условие нейтральной устойчивости выполняет-
ся при отрицательной производной в левой части (19)
в первую очередь для ударных волн высокой интенсив-
ности. Приведем ряд примеров.

3. ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ
ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОГО КРИТЕРИЯ

Релятивистское уравнение состояния газа невзаи-
модействующих частиц [22],

𝑤 =
𝐾3(1/(𝑤 − 𝜀))

𝐾2(1/(𝑤 − 𝜀))
, (20)

где 𝐾2 и 𝐾3 — модифицированные функции Бесселя
второго рода, второго и третьего порядка, не допускает
выполнение (19) в силу того, что левая часть неравен-
ства равна нулю. Аналогично уравнения состояния уль-
трарелятивистского газа, излучения, нерелятивистского
идеального газа, а также любое калорическое уравнение
состояния, связывающее энтальпию и внутреннюю энер-
гию функциональной зависимостью вида 𝑓(𝑤, 𝜀) = 0,
или в параметрической записи 𝑝𝑉 = 𝑓(𝑇 ), 𝜀 = 𝜀(𝑇 ), до-
пускают существование только устойчивых в рамках ли-
нейной теории [1–4] ударных волн. Одним из приложе-
ний релятивистской гидродинамики является моделиро-
вание ударного сжатия ядерной материи при столкнове-
нии релятивистских ядер в коллайдерах, приводящего
к образованию кварк-глюонной плазмы и последующе-
му ее расширению и адронизации. На этапе столкно-
вения параметры кварк-глюонной плазмы оценивают-
ся из соотношений на ударно-волновом разрыве и во-
прос устойчивости ударной волны поднимался в литера-
туре (см., например, [23–25]). Калорическое уравнение
состояния кварк-глюонной плазмы в рамках модели
мешков (M.I.T. bag model [26]), при выводе которого
пренебрегается массой кварков, имеет вид

𝑤 =
4

3
(𝜀−𝐵𝑉 ), (21)
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где 𝐵 > 0 — константа модели мешков. Следовательно,
выполнение (3) для ударных волн с конечным состоя-
нием в области фазовой диаграммы ядерного вещества,
соответствующей кварк-глюонной плазме, невозможно,
если влияние корректирующих поправок к (21) не пре-
высит стабилизирующее влияние константы 𝐵.

Пусть уравнение состояния вещества задано в па-
раметрической форме

𝑝 = 𝑝(𝑉, 𝑇 ), 𝜀 = 𝜀(𝑉, 𝑇 ). (22)

Перейдем в (19) от переменных (𝑉,𝑤) к переменным
(𝑉, 𝑇 ). В результате, получим

(𝑝𝑉 )𝑉 |𝑇 − 𝜉(𝑉 𝑝𝑉 |𝑇 + 𝑇𝑝𝑇 |𝑉 ) > 𝑝0, (23)

где 𝜉 = 1/(1 + 𝜀𝑇 |𝑉 /(𝑉 𝑝𝑇 |𝑉 )). Необходимое условие ре-
ализуемости нейтральной устойчивости, соответствую-
щее пределу ударных волн бесконечной интенсивности
(𝑝0 → 0) в (23), может быть записано в виде

(𝑝𝑉 )𝑉 |𝑇 𝑐𝑉 > 𝑉 𝑝𝑇 |𝑉 𝜀𝑉 |𝑇 , (24)

где 𝜀𝑉 |𝑇 = 𝑇𝑝𝑇 |𝑉 − 𝑝, 𝑐𝑉 = 𝜀𝑇 |𝑉 . Следовательно,
для сред с положительным параметром Грюнайзена,
что является наиболее распространенным случаем, при
условии (𝑝𝑉 )𝑉 |𝑇 > 0, независимость внутренней энер-
гии от объема 𝜀 = 𝜀(𝑇 ), либо отрицательность про-
изводной 𝜀𝑉 |𝑇 < 0 означает безусловную (независи-
мо от 𝑐𝑉 ) реализуемость нейтрально устойчивых удар-
ных волн. В этом случае существует пороговая ин-
тенсивность ударной волны, выше которой критерий
Дьякова—Конторовича выполняется. В оставшихся слу-
чаях реализуемость нейтральной устойчивости опреде-
ляется величиной изохорной теплоемкости. И напро-
тив, если (𝑝𝑉 )𝑉 |𝑇 < 0, неотрицательность 𝜀𝑉 |𝑇 , вле-
чет устойчивость ударных волн в соответствии с этим
критерием. Для ударных волн с конечным состояни-
ем в двухфазной области фазового перехода первого
рода (𝑝𝑉 )𝑉 |𝑇 > 0 и факт нейтральной устойчивости
определяется величиной 𝜀𝑉 |𝑇 , которая связана с накло-
ном кривой фазового равновесия 𝑑𝑝𝑠/𝑑𝑇 в переменных
(𝑇, 𝑝): 𝜀𝑉 |𝑇 = 𝑇 (𝑑𝑝𝑠/𝑑𝑇 )− 𝑝𝑠. На этих примерах мы ви-
дим, как свойство вынужденного или спонтанного из-
лучения звука ударной волной одновременно с фактом
ее нейтральной устойчивости в рамках линейной теории
определяется по уравнению состояния без построения
ударных адиабат и проверки критерия в его первона-
чальном виде.

В таблице 1 даны некоторые формулировки крите-
рия нейтральной устойчивости ударной волны для раз-
личных данных о термодинамических свойствах среды.

4. ОБСУЖДЕНИЕ

Полученная в рамках более общей теории, форма
записи (19) условия нейтральной устойчивости удар-
ной волны одинаково справедлива для релятивист-
ских и нерелятивистских ударных волн. В качестве
иллюстрации этого утверждения выведем ее непосред-
ственно из (2). Приращения переменных вдоль ударной
адиабаты

𝜀− 𝜀0 +
1
2 (𝑝+ 𝑝0)(𝑉 − 𝑉0) = 0 (25)

Таблица 1. Формулировки критерия нейтральной устойчи-
вости ударной волны для различных данных о термодина-
мических свойствах среды.

Критерий Данные

𝑝 > −𝜀𝑉 |𝑤 > 𝑝0 𝜀 = 𝜀(𝑉,𝑤)

𝑤𝑝|𝑣(𝑝− 𝑝0) > 𝑉 𝑤𝑉 |𝑝 𝜀 = 𝜀(𝑝, 𝑉 ), 𝑤 = 𝑤(𝑝, 𝑉 )

(1 + Γ)(𝑝− 𝑝0) > 𝑐2/𝑉 Γ — параметр Грюнайзена
𝑐 — скорость звука

(1− 𝜉)(𝑝𝑉 )𝑉 |𝑇 − 𝜉𝜀𝑉 |𝑇 > 𝑝0 𝑝 = 𝑝(𝑉, 𝑇 ), 𝜀 = 𝜀(𝑉, 𝑇 )
𝜉−1 = 1 + 𝜀𝑇 |𝑣/(𝑉 𝑝𝑇 )|𝑉
𝑐𝑉 /𝑅 > 𝜃 (𝜃/(1− 𝑝0/𝑝)− 1)𝑍, Двухфазная область
𝜃 = 𝑑(ln 𝑝𝑠)/𝑑(ln𝑇 ) , фазового перехода:
𝑍 = 𝑝𝑉/(𝑅𝑇 ) 𝑝 = 𝑝𝑠(𝑇 ) — давление

на линии насыщения,
𝑐𝑉 — теплоемкость при
постоянном объеме

связаны соотношением

𝜀𝑉 |𝑝𝑑𝑉 + 𝜀𝑝|𝑉 𝑑𝑝+
𝑉 − 𝑉0

2
𝑑𝑝+

𝑝+ 𝑝0
2

𝑑𝑉 = 0, (26)

которое с учетом выражения для скорости звука и соот-
ношений на ударно-волновом разрыве приводит к сле-
дующему выражению для параметра Дьякова:

L = −1 +
1−M2

1− 1
2 (𝑝− 𝑝0)/(𝑝+ 𝜀𝑉 |𝑝)

. (27)

Так как, с другой стороны, (2) равносильно

L > −1 +
1−M2

1
2

(︀
1−M2(𝑉 − 𝑉0)/𝑉

)︀ , (28)

условие нейтральной устойчивости ударной волны мож-
но записать в виде

1−M2

1− 1
2 (𝑝− 𝑝0)/(𝑝+ 𝜀𝑉 |𝑝)

>
1−M2

1
2

(︀
1−M2(𝑉 − 𝑉0)/𝑉

)︀ . (29)
M < 1, 𝑉0 > 𝑉 , следовательно, обе дроби положительны,
и условие принимает вид:

M2𝑉0 − 𝑉

𝑉
> 1− 𝑝− 𝑝0

𝑝+ 𝜀𝑉 |𝑝
. (30)

С учетом (30) и равенств

𝑐2

𝑉 2
=

𝑝+ 𝜀𝑉 |𝑝
𝜀𝑝|𝑉

, M2 =
𝑝− 𝑝0
𝑉0 − 𝑉

𝑉 2

𝑐2
, (31)

первое из которых следует из определения скорости зву-
ка, второе — из соотношений Ренкина—Гюгонио и опре-
деления числа Маха, имеем

(1 + 𝑉/𝜀𝑝|𝑉 )[𝑝] > 𝑐2/𝑉 , (32)
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или

𝑤𝜀|𝑉 [𝑝] > 𝑐2/𝑉 ,

что является нерелятивистским аналогом (15). Исполь-
зуя полученное неравенство и нерелятивистский предел
тождества (16)

𝑤𝜀|𝑉 (𝐺+ [𝑝]) = 𝑐2/𝑉 ,

имеем окончательно

𝑝 > −𝜀𝑉 |𝑤 > 𝑝0.

Ожидаемо, приходим к тому же результату, кото-
рый получен в рамках релятивистской гидродинамики.
Метод нормальных мод и метод исследования коррект-
ности смешанной задачи для возмущений приводят к
одинаковому результату, соответственно, ограничения
на производные уравнения состояния за фронтом ней-
трально устойчивой ударной волны согласно [11],

𝜌

𝑝

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜌

)︂
𝜀

< 1, 1 +
1

𝜌𝜀𝑝|𝑉
> 0, (33)

эквивалентны (18). Действительно, следующие соотно-
шения,

−𝜀𝑉 |𝑤 =
𝑤𝑉 |𝜀
𝑤𝜀|𝑉

=
𝑝+ 𝑉 𝑝𝑉 |𝜀
1 + 𝑉/𝜀𝑝|𝑉

> 𝑝0,

𝑝+ 𝜀𝑉 |𝑤 =
ℎ𝑐2

𝑤𝜀|𝑉
=

ℎ𝑐2

1 + 𝑉/𝜀𝑝|𝑉
> 0,

показывают связь между (33) и (18). При этом (18) име-
ет простую термодинамическую трактовку: нейтрально
устойчивые ударные волны возможны только в услови-
ях, когда внутренняя энергия увеличивается при сжа-
тии в изоэнтальпийном процессе, при этом границами
нейтральной устойчивости в пространстве термодина-
мических переменных являются линии уровня произ-
водной внутренней энергии по объему 𝜀𝑉 |𝑤. Термодина-
мическая формулировка критерия нейтральной устой-
чивости ударных волн позволяет делать выводы о реа-
лизуемости таких ударных волн в различных средах, не
прибегая к анализу ударных адиабат.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В заключение следует отметить применимость по-
лученных термодинамических формулировок критерия
нейтральной устойчивости ударных волн, имея в ви-
ду, что часть выводов теории устойчивости ударных
волн не имеет практического значения. Линейная тео-
рия, в рамках которой получены критерии Дьякова—
Конторовича, рассматривает ударную волну как по-
верхность сильного разрыва и состояние среды за этой
поверхностью со стороны сжатого вещества считается
термодинамически равновесным, что учитывается при
линеаризации уравнений.

Влияние структуры ударной волны ставит под со-
мнение каждое из этих предположений и, поэтому, кор-
ректирует выводы линейной теории. В частности, как
известно [27–31], в диапазоне параметров (1), в кото-

ром линейная теория предсказывает развитие двумер-
ной неустойчивости, ударные волны с вязкой структу-
рой не реализуются. Сжатие происходит в комбиниро-
ванной волне, состоящей из устойчивых элементов.

В этом отношении выводы линейной теории отно-
сительно диапазона нейтральной устойчивости (2) ме-
нее подвержены влиянию структурного фактора. В этом
диапазоне существуют ударные волны с устойчивой
структурой. Более того, из термодинамической форму-
лировки критерия следует, что замыкающая ударная
волна в комбинированной волне сжатия, которая реа-
лизуется вместо нейтрально устойчивой ударной волны,
также может быть нейтрально устойчивой в зависимо-
сти от ее интенсивности.

Переходя ко второму предположению теории, сле-
дует отметить, что действительно, термодинамическая
формулировка критерия, которая может быть представ-
лена непосредственно в виде условия на изохорную теп-
лоемкость, требует больших ее значений за фронтом
ударной волны, существенно превышающих теплоем-
кость поступательных степеней свободы молекул. Это
означает, что к узкой зоне с преимущественно вязкой
структурой, которую можно рассматривать как ударно-
волновой разрыв, примыкает протяженная зона релак-
сации среды к термодинамическому равновесию. Ожи-
дается, что взаимодействие ударно-волнового разрыва
с зоной релаксации приведет к тем свойствам длинно-
волновых двумерных возмущений, которые предсказы-
вает линейная теория, а именно: (i) изменение закона
затухания возмущений ударной волны по сравнению с
тем случаем, когда ударная волна устойчива в линейном
приближении; (ii) вынужденное или спонтанное излуче-
ние звука ударной волной.

Здесь мы сошлемся на результат работ [32, 33], в
которых для ударной волны, удовлетворяющей условию
(2), выполнен анализ устойчивости с учетом релаксаци-
онной структуры и показано, что взаимодействие удар-
ной волны и примыкающей к ней зоны релаксации со-
гласуется с выводом классической теории об излучении
звука ударной волной.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Преобразуя правую часть тождества

𝑤𝜀|𝑉 𝜀𝑉 |𝑤 = −𝑤𝑉 |𝜀, (34)

получаем

− 𝑤𝑉 |𝜀 = −𝑝− 𝑉 𝑝𝑉 |𝜀 =

= −𝑝− 𝑉 𝑝𝑉 |𝑆 − 𝑉 𝑝𝑆 |𝑉 𝑆𝑉 |𝜀 =

= −𝑝− 𝑉 𝑝𝑉 |𝑆 − 𝑉
𝑝𝑇 |𝑉
𝑆𝑇 |𝑉

𝑆𝑉 |𝜀 =

34
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= −𝑝− 𝑉 𝑝𝑉 |𝑆 − 𝑉
𝑝𝑇 |𝑉
𝜀𝑇 |𝑉

𝑝 = ℎ𝑐2 − 𝑝𝑤𝜀|𝑉 .

После подстановки в (34) и перегруппировки

𝑤𝜀|𝑉 (𝜀𝑉 |𝑤 + 𝑝) = ℎ𝑐2, (35)

где 𝑤𝜀|𝑉 = 1 + Γ = 1 − 𝑉𝑒/𝑉𝑝, Γ = 𝑉 𝑝𝜀|𝑉 — параметр
Грюнайзена. В нерелятивистском пределе, ℎ → 𝜌, (35)
принимает вид

𝑤𝜀|𝑉 (𝜀𝑉 |𝑤 + 𝑝) = 𝜌𝑐2. (36)
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