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Аннотация. На основе ранее предложенной методики рассчитано уравнение состояния метана
в диапазоне температур от 300 K до 1000 K. Полученные расчетные результаты хорошо согла-
суются с экспериментальными значениями. Определена зависимость подгоночного параметра от
плотности для различных температур. Показано, что при приближении к 1000 K температурная
зависимость подгоночного параметра ослабевает. Предполагая, что при больших температурах
изменение этой зависимости будет незначительным, возможно произвести прогностический рас-
чет изотерм для больших температур. https://doi.org/10.33849/2023312

1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время метан (CН4) вызывает боль-
шой интерес исследователей в связи с техническим про-
грессом и как одно из основных веществ (компонент)
химической промышленности для синтеза других ве-
ществ. Метан используется во многих областях про-
мышленности [1–6]: машиностроении, авиационной, кос-
мической, автомобильной, энергетической; в жилищно-
коммунальном хозяйстве и быту.

Метан является одним из распространенных газов
в атмосфере и на Земле. В природе содержится в при-
родном газе (более 70%), добываемом из газовых и га-
зоконденсатных месторождений; в попутном нефтяном
газе (∼ 30% и более, в зависимости от месторождения);
в рудничном и болотном газах. Также растворен в неф-
ти, в пластовых и поверхностных водах. В твердом со-
стоянии встречается в виде газогидратов на дне океанов
и морей, и в зоне вечной мерзлоты.

Однако его избыточное содержание в атмосфере
вызывает серьезные проблемы для человека и природы.
Экономическое развитие и индустриализация стран уве-
личивают промышленные выбросы, которые могут уве-
личить количество метана в атмосфере. Средняя кон-
центрация CН4 в атмосфере превысила доиндустриаль-
ный уровень в 2.5 раза. Метан пожароопасен (самовос-
пламенение при 𝑇 = 537.8 ∘С) и взрывоопасен при кон-
центрации в воздухе от 4.4 до 17% (наиболее взрыво-
опасная концентрация — 9.5%), а при более высокой
концентрации приводит к удушью от недостатка кис-
лорода.

Является третьим парниковым газом по значимо-
сти (после водяного пара и углекислого газа) по влия-
нию на глобальное потепление Земли. Метан (совместно
с другими парниковыми газами СО, NО) способствует
появлению озона О3 в нижних слоях атмосферы в ре-
зультате фотохимических реакций взаимодействия [7].

В настоящее время активно ведутся работы в об-
ласти мониторинга выбросов парниковых газов (CO2

/CH4 /N2O/SF6) и озонразрушающих веществ, оценки
баланса метана в природных и антропогенных экосисте-
мах. Строятся карбоновые полигоны [8], создаются но-
вые технологии низкоуглеродной индустрии.

Ввиду вышеизложенного, актуальным остается во-
прос изучения теплофизических свойств метана, в том

числе построения математических моделей, способных
произвести точный расчет уравнения состояния.

2. МЕТОД РАСЧЕТА

Используя математический аппарат интегро-
дифференцирования дробного порядка [9, 10] можно
обобщить классическую термодинамику и стати-
стическую физику [11], в том числе и соотношения
Максвелла [12]. Для вывода уравнения состояния и по-
следующего расчета теплофизических свойств веществ
используется потенциал Гельмгольца, традиционное
выражение для которого имеет вид

d𝐹 = −𝑃d𝑉 − 𝑆d𝑇. (1)

С применением аппарата производных дробного поряд-
ка, выражение (1) преобразуется следующим образом

d𝛼𝐹 = − 𝑃𝑉 1−𝛼

Γ(2− 𝛼)
d𝑉 𝛼 − 𝑇 1−𝛼𝑆

Γ(2− 𝛼)
d𝑇𝛼. (2)

Соотношение Максвелла, обобщенное на случай дробно-
го исчисления, таким образом, принимает вид

𝜕𝛼𝐹

𝜕𝑉 𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑇

= − 𝑃𝑉 1−𝛼

Γ(2− 𝛼)
. (3)

Исходя из производных дробного порядка для полного
дробного дифференциала потенциала Гельмгольца по-
лучим

𝑃 = −Γ(2− 𝛼)

𝑉 1−𝛼

𝜕𝛼𝐹

𝜕𝑉 𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑇

. (4)

Здесь 𝛼 — показатель производной дробного порядка
(0 < 𝛼 ≤ 1), 𝐹 = −𝑘𝑇 ln𝑍 — потенциал Гельмгольца,
𝑍 =

∑︀
𝑖 exp(−𝜀𝑖/𝑘𝑇 ) — статистическая сумма [11]. Про-

изводная дробного порядка определяется выражением

𝜕𝛼𝐹 (𝑉 )

𝜕𝑉 𝛼
=

1

Γ(1− 𝛼)

𝜕

𝜕𝑉

∫︁ 𝑉

0

𝐹 (𝑣)

(𝑉 − 𝑣)𝛼
d𝑣. (5)

Для 𝛼 = 1 выражения (2–4) совпадают с соответст-
вующими выражениями традиционной термодинамики.
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Для 𝛼 ̸= 1, исходя из выражения для статистиче-
ской суммы газа и выражения (4), можно получить
следующее однопараметрическое фрактальное уравне-
ние состояния со вторым вириальным коэффициентом
для реальных газов [13]

𝑃 = 𝜌𝑅𝑔𝑇

{︃
1 + 𝜌𝐵 + (1− 𝛼)

[︃
ln

(︃
e𝑀

𝜌𝑁A

(︂
𝑚𝑘𝑇

2𝜋~

)︂3/2
)︃

+𝜓(1)− 𝜓(2− 𝛼)− 𝜌𝐵

]︃}︃
. (6)

Здесь 𝑃 — давление (Па), 𝜌 — плотность (кг/м3), 𝑅𝑔 —
универсальная газовая постоянная (Дж/(кгК)), 𝑇 —
температура (К), 𝐵 — второй вириальный коэффици-
ент (м3/кг), e — экспонента, 𝑀 — молярная масса
(кг/моль), 𝑁A — число Авогадро (моль−1), 𝑚 — мас-
са молекулы (атома) (кг), 𝑘 — постоянная Больцма-
на (Дж/К), ~ — постоянная Планка (Джс), 𝜓(𝑥) =
Γ′(𝑥)/Γ(𝑥) — логарифмическая производная Гамма-
функции [14]. Слагаемые внутри скобок выражения (6),
при подстановке единиц измерения во множители, пре-
образуются в безразмерный результат. Множители под
логарифмом также, после подстановки единиц измере-
ния, дают безразмерный результат. Единицей измере-
ния произведения 𝜌𝑅𝑔𝑇 является Паскаль. Таким обра-
зом, формула (6) не является интерполяционной, а есть
аналитическое выражение для фрактального уравнения
состояния, полученное, используя математический ап-
парат интегро-дифференцирования дробного порядка.
При 𝛼 = 1 уравнение (6) преобразуется в классиче-
ское уравнение состояния реального газа. Можно утвер-
ждать, что переход к дробной производной в термоди-
намике означает неявный учет взаимодействия между
частицами, поскольку уравнение состояния (6) являет-
ся фрактальным уравнением состояния, отличным от
уравнения состояния идеального газа.

Ранее было показано [15], что показатель производ-
ной дробного порядка 𝛼 может зависеть как от плот-
ности, так и от температуры, поэтому при дальней-
шем дифференцировании формулы (6) для нахожде-
ния изотермической сжимаемости, необходимо учиты-
вать этот факт. Также, можно использовать обычное
дифференцирование для нахождения энтропии, а затем
теплоемкости при постоянном объеме из формулы (6).
Подробно вывод уравнения состояния приведен в рабо-
тах [13, 16]. В работе [13] приведен вывод аналитических
выражений для расчета энтропии и теплоемкости при
постоянном объеме с использованием аппарата интегро-
дифференцирования дробного порядка.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Для расчета использованы следующие парамет-
ры метана: молярная масса 𝑀(CH4) = 16.0426 ×
10−3 кг/моль, молекулярная масса 𝑚(CH4) = 2.66394×
10−26 кг. Изотермы уравнения состояния метана рассчи-
таны в диапазоне температур от 300 K до 1000 K. Экс-
периментальные значения взяты из [17].

На рисунке 1 представлены диаграммы изотерм
уравнения состояния метана для различных темпера-
тур. Символами показаны экспериментальные значе-
ния из [17], пунктирными линиями показаны расчетные
изотермы. Как видно из рисунка 1, расчетные резуль-
таты хорошо согласуются с экспериментом. Предлага-
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Рисунок 1. Расчетные изотермы уравнения состояния ме-
тана для различных температур в сравнении с эксперимен-
том. Символами показаны экспериментальные данные из
[17]. Пунктирными линиями показан расчет. 1 — 𝑇 = 300 К,
2 — 𝑇 = 400 К, 3 — 𝑇 = 500 К, 4 — 𝑇 = 600 К, 5 — 𝑇 = 700 К,
6 — 𝑇 = 800 К, 7 — 𝑇 = 900 К, 8 — 𝑇 = 1000 К.

емая математическая модель является полуэмпириче-
ской, поэтому для расчета необходимы эксперименталь-
ные данные. Подгоночным параметром является пока-
затель производной дробного порядка 𝛼. Как отмече-
но выше, 𝛼 зависит от плотности и температуры, по-
этому зависимость 𝛼(𝜌) для каждой температуры была
аппраксимирована полиномом, который использовался
для вычисления точного значения 𝛼 в каждой точке изо-
термы. Общий вид полинома и точные коэффициенты,
использованные для расчета, приведены далее (выраже-
ние (7), таблица 2).

Кроме того, в расчете используется второй вири-
альный коэффициент 𝐵. Его значение определяется из
литературы.
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Рисунок 2. Зависимость второго вириального коэффициен-
та метана от температуры. Символами показаны данные из
[17]. Пунктиром показана аппроксимационная линия.

На рисунке 2 представлена зависимость второго ви-
риального коэффициента 𝐵 от температуры 𝑇 . Круж-
ками показаны данные из литературы [17]. Для того,
чтобы иметь возможность производить расчет для лю-
бой необходимой температуры, литературные данные
аппроксимированы полиномом. На рисунке 2 аппрокси-
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Таблица 1. Значения второго вириального коэффициента,
использованные в расчете.

𝑇 (К) 300 400 500 600

𝐵×10−3 (м3/кг) −2.766 −1.02 −0.069 0.525

𝑇 (К) 700 800 900 1000

𝐵×10−3 (м3/кг) 0.93 1.226 1.453 1.634

мация показана пунктирной линией. Общий вид полино-
ма, использованного для аппроксимации литературных
значений следующий:

𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥+ 𝑎2𝑥
𝑏0 . (7)

Переменная 𝑥 в данном случае означает температуру 𝑇 ,
а 𝑓(𝑥) — второй вириальный коэффициент 𝐵(𝑇 ). Зна-
чения подгоночных констант для аппроксимации 𝐵(𝑇 )
следующие: 𝑎0 = 21.7694× 10−4, 𝑎1 = 35.0391× 10−8,
𝑎2 = −18.4744, 𝑏0 = −1.43853. В таблице 1 представле-
ны точные значения второго вириального коэффициен-
та, использованные для расчета.
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Рисунок 3. Зависимость подгоночного параметра от плот-
ности метана. 1 — 𝑇 = 300 K, 2 — 𝑇 = 400 K, 3 — 𝑇 = 500 K,
4 — 𝑇 = 600 K, 5 — 𝑇 = 700 K, 6 — 𝑇 = 800 K, 7 — 𝑇 = 900 K,
8 — 𝑇 = 1000 K. Пунктиром показаны аппроксимационные
линии.

Следует отметить, что, например, в работе [18] ис-
пользуется около 10 подгоночных параметров, в то вре-
мя как в нашей модели подгоночным является только
показатель производной дробного порядка 𝛼. Ранее, на
примере воды [15] показано, что 𝛼 может зависеть как от
плотности вещества 𝜌, так и от температуры 𝑇 . Харак-
тер такой зависимости для различных веществ разли-
чен. Поэтому 𝛼 нужно подгонять для каждой экспери-
ментальной точки изотермы. В результате, для каждой
температуры мы имеем целое семейство немного отли-
чающихся расчетных изотерм. Рисунок 3, представля-
ющий зависимость подгоночного параметра 𝛼 от плот-
ности 𝜌, иллюстрирует этот расчетный этап. Символа-
ми показаны значения, полученные путем подгона 𝛼
под экспериментальные точки изотермы для различных
температур. Пунктиром показана аппроксимация рас-
четных данных. Для аппроксимации зависимости 𝛼(𝜌)

Таблица 2. Значения подгоночных констант для аппрокси-
мации зависимости 𝛼(𝜌).

𝑇 (К) 𝑎0 𝑎1 𝑎2 𝑏0

300 1.0016 −1.0253×10−4 −1.929×10−10 3.504
400 1.0007 −4.9496×10−5 −1.5753×10−9 3.1381
500 1.0004 −2.6776×10−5 −6.1062×10−9 2.8899
600 1.0001 −1.1515×10−5 −1.8788×10−8 2.6805
700 1.0001 −6.5649×10−6 −3.4411×10−8 2.5583
800 0.9999 3.8855×10−6 −9.2051×10−8 2.3725
900 0.9999 3.0969×10−6 −9.6157×10−8 2.3532
1000 0.9999 6.9799×10−6 −1.4972×10−7 2.2642

также использован полином (7). В данном случае пе-
ременная 𝑥 означает плотность 𝜌, а 𝑓(𝑥) — показатель
производной дробного порядка 𝛼(𝜌). Точные значения
коэффициентов полинома (7), использованные для рас-
чета, представлены в таблице 2.

Как видно из рисунка 3, с увеличением темпера-
туры, кривая зависимости 𝛼(𝜌) пролегает выше, на-
клон уменьшается, температурная зависимость ослабе-
вает. Все кривые зависимости 𝛼(𝜌) с уменьшением плот-
ности стремятся к точке 𝛼 = 1. Это означает, что по
мере разряжения газа 𝛼 стремится к единице, а фрак-
тальное уравнение состояния переходит в классическое
уравнение состояния реального газа. Характер зави-
симости 𝛼(𝜌) для метана отличается от аналогичных
расчетов, полученных для водяного пара [15]. Это, ве-
роятно, обусловлено разными теплофизическими свой-
ствами веществ. Поэтому полученную зависимость 𝛼(𝜌)
можно считать уникальной для метана. Исходя из то-
го, что температурная зависимость 𝛼 ослабевает при
приближении к 1000 K и предполагая, что при боль-
ших температурах изменение этой зависимости будет
незначительным, зависимость 𝛼(𝜌) для 1000 K можно
аппроксимировать полиномом, и затем использовать его
при расчете изотерм уравнения состояния в окрестности
температуры 1000 K, как для меньших, так и для боль-
ших температур.

Подход, при котором плотностная зависимость
подгоночного параметра аппроксимируется полиномом,
упрощает использование модели и делает ее более уни-
версальной.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, произведен расчет изотерм урав-
нения состояния метана для температур от 300 K до
1000 K. Полученные расчетные результаты хорошо со-
гласуются с экспериментальными данными. Это пока-
зывает, что применение фрактального однопараметри-
ческого уравнения состояния эффективно для исследо-
вания не только простых веществ, таких как инертные
газы, но и для более сложных, таких как метан.

Недостаток предложенной методики состоит в том,
что подгоночный параметр 𝛼, зависит не только от плот-
ности вещества, но и от его температуры. Для метана
этот факт является незначительным, если значения 𝛼
для различных плотностей, полученные путем подгон-
ки под экспериментальные значения, аппроксимировать
полиномом, а затем использовать его в расчетах.
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Показано, что с увеличением температуры кривая
зависимости 𝛼(𝜌) пролегает выше, наклон уменьшает-
ся, температурная зависимость ослабевает. Такое пове-
дение параметра 𝛼 является уникальным для метана.
Исходя из того, что температурная зависимость 𝛼 осла-
бевает при приближении к 1000 K и предполагая, что
при больших температурах изменение этой зависимо-
сти будет незначительным, зависимость 𝛼(𝜌) для 1000 K
можно использовать для расчетов изотерм уравнения
состояния как для меньших, так и для больших темпе-
ратур.

Следует отметить, что применяемое уравнение со-
стояния основано на уравнении состояния идеального
газа, поэтому хорошо подходит для расчета изотерм при
больших температурах. При приближении к температу-
ре линии насыщения (к жидкой фазе) точность расчета
будет резко уменьшаться. Это связано тем, что вклад
потенциальной энергии атомов (молекул) в общую энер-
гию системы не учитывается.

Все расчеты проведены с помощью специально раз-
работанного программного обеспечения [19].
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