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Аннотация. С помощью численного моделирования впервые исследуется совместное влияние
гармонической ловушки и вращательной инерции на движение активной броуновской частицы
типа однородного шара. Путем аппроксимации численных данных предложены поправки к мо-
дели активной частицы Орнштейна–Уленбека, позволяющие вычислять стационарные значения
статистических характеристик (таких как средние квадраты скорости и смещения) активной бро-
уновской частицы в ловушке с учетом ее поступательной и вращательной инерции. Мы показали,
что когда частота ловушки и коэффициент трения частицы достаточно велики, инерция вращения
существенно влияет только на среднеквадратичную скорость и слабо влияет на среднеквадратич-
ное смещение частицы. https://doi.org/10.33849/2023212

1. ВВЕДЕНИЕ

В общем случае активное броуновское движение
представляет собой комбинацию поступательного бро-
уновского движения и направленного движения под
действием некоторой активной силы со случайным
изменением ориентации (например, в результате вне-
запных кувырков или броуновского вращения) [1, 2].
В настоящее время наблюдается рост интереса к актив-
ному броуновскому движению, связанный с разработ-
кой искусственных активных частиц [2, 3].

Несмотря на свою простоту и понятный физиче-
ский смысл, известная модель активной броуновской
частицы (ABP) в общем случае не позволяет полу-
чить аналитические результаты с учетом поступатель-
ной и вращательной инерции частицы даже в отсут-
ствие ловушки [4, 5]. Однако в ряде случаев инерци-
онные эффекты могут оказывать существенное влия-
ние на динамику активных частиц [5–13]. Кроме того,
в большинстве экспериментов движение инерционной
частицы ограничено ловушкой. Ранее влияние посту-
пательной инерции на движение активной броуновской
частицы в гармонической ловушке рассматривалось в
рамках модели активной частицы Орнштейна–Уленбека
(AOUP) [14–16], а также были предложены поправки
к AOUP-модели, позволяющие учесть эффект враща-
тельной инерции в динамике свободной частицы [17, 18].
Таким образом, хотя влияние ловушки и вращательной
инерции на активное броуновское движение уже иссле-
довалось по отдельности, их совместное влияние оста-
ется неизученным.

В данной работе исследуется совместное влияние
гармонической ловушки и вращательной инерции на
стационарные значения статистических характеристик
(таких как средние квадраты скорости и смещения)
активной броуновской частицы.

2. ИНЕРЦИОННАЯ АКТИВНАЯ ЧАСТИЦА
В ГАРМОНИЧЕСКОЙ ЛОВУШКЕ

2.1. Основные уравнения

Рассмотрим двумерное движение частицы в одно-
родной среде под воздействием двух независимых слу-
чайных сил различной природы: активной силы R,
направление которой определяется броуновским вра-

щением; и силы Ланжевена FBr, которая является ис-
точником ее стохастического (теплового) движения с
температурой 𝑇 , например, броуновской силы за счет
случайных толчков молекул/атомов окружающей сре-
ды. Здесь мы ограничимся анализом движения части-
цы в проекции на одну степень свободы (𝑥). Скорость
𝑉 ≡ 𝑉𝑥(𝑡) = d𝑥(𝑡)/d𝑡 и положение 𝑥 частицы в гармони-
ческой ловушке с характерной частотой 𝜔0 можно найти
из уравнения Ланжевена:

𝑀
d𝑉

d𝑡
= −𝑀𝜈fr𝑉 −𝑀𝜔2

0𝑥+𝑅+ 𝐹Br, (1)

здесь 𝑀 и 𝜈fr — масса и коэффициент трения ча-
стицы. Автокорреляционная функция броуновской си-
лы, ⟨𝐹Br(0)𝐹Br(𝑡)⟩ = 2𝑇𝑀𝜈fr𝛿(𝑡), описывает дельта-
коррелированный гауссов процесс, где 𝛿(𝑡) — дельта-
функция, описывает дельта-коррелированный гауссов
процесс.

В рамках модели активной частицы Орнштей-
на–Уленбека (AOUP) [14, 15, 19] для аналитического
описания динамики активной частицы без учета ее вра-

щательной инерции удобно задавать силу 𝑅 с помощью
процесса Орнштейна–Уленбека

d𝑅

d𝑡
= −𝜔𝑅+ 𝜁, (2)

где 𝜔 — характерная частота этого процесса (здесь
это коэффициент вращательной диффузии), а 𝜁 —
случайная величина (⟨𝜁⟩ = 0), автокорреляционная
функция которой, ⟨𝜁(0)𝜁(𝑡)⟩ = 2⟨𝑅2⟩𝜔𝛿(𝑡), описывает
дельта-коррелированный гауссов процесс, где ⟨𝑅2⟩ =
0.5(𝑀𝜈fr𝑉0)

2 — средний квадрат силы 𝑅 (в расчете
на одну степень свободы), а 𝑉0 — величина собствен-
ной скорости движения активной частицы в двумер-
ном пространстве (без учета ее броуновского вращения),
см. [15, 20]. Автокорреляционная функция силы, описы-
ваемой уравнением (2), имеет простую экспоненциаль-
ную зависимость:

⟨𝑅(0)𝑅(𝑡)⟩ = ⟨𝑅2⟩e−𝜔𝑡. (3)

В рамках двумерной модели активной броуновской
частицы с учетом ее вращательной инерции, также
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называемой моделью активной ланжевеновской части-
цы (ALP) [4–6, 17] 𝑥-компонента постоянной по вели-
чине активной силы R0 записывается как

𝑅(𝑡) = 𝑅0 cos 𝜃(𝑡), (4)

где 𝑅0 ≡ |R0| = 𝑀𝜈fr𝑉0, а угол 𝜃, определяющий на-
правление вектора силы R0 в двумерном пространстве,
описывается следующим стохастическим дифференци-
альным уравнением:

𝜃 = −𝜈rot(𝜃 +
√
2𝜔𝜉), (5)

где 𝜈rot = 4𝜈fr𝑀𝑎2/(3𝐽) — коэффициент трения враще-
ния частицы (здесь 𝐽 — момент инерции сферически
симметричной частицы с радиусом 𝑎), 𝜉 — гауссовский
белый шум с нулевым средним и единичной дисперсией.
В этом случае автокорреляционная функция силы (4)
имеет вид [18, 21]:

⟨𝑅(0)𝑅(𝑡)⟩ = 𝑅2
0

2
exp

[︂
−𝜔𝑡− 𝜔

𝜈rot
e(−𝜈rot𝑡) +

𝜔

𝜈rot

]︂
. (6)

В общем случае уравнения (4), (5) не позволяют
получить аналитические результаты для активной ча-
стицы в ловушке. Поэтому далее мы будем использо-
вать систему уравнений (1), (6), (7) только для чис-
ленного моделирования динамики инерционной актив-
ной частицы (ALP). Подробности техники моделирова-
ния изложены в [22]. В работе [17] была предложена
поправка к уравнению (2), позволяющая учесть влия-
ние вращательной инерции свободной активной частицы
(на ее среднеквадратичное смещение и автокорреляци-
онную функцию скорости). Для этого вводится эффек-
тивная интенсивность случайного процесса 𝑅:

⟨𝑅2⟩ = 𝛽

2
(𝑀𝜈fr𝑉0)

2, (7)

где

𝛽 ∼=
√︂

1 +
𝜔

2𝜈fr
, (8)

для свободной частицы типа однородного шара (𝐽 =
0.4𝑀𝑎2). Важно отметить, что хотя автокорреляцион-
ная функция силы 𝑅(𝑡), задаваемой уравнением (2) с
учетом поправки (7), в общем случае отличается от (6),
полученные таким образом аналитические выражения
для функции эволюции среднеквадратичного смеще-
ния, эффективного коэффициента диффузии и средне-
го квадрата скорости частицы имеют отличное согла-
сие с результатами численного моделирования динами-
ки свободной активной частицы [17, 22], а в предель-
ных случаях (𝜔/𝜈rot ≫ 1 и 𝜔/𝜈rot ≪ 1) соответствуют
известным аналитическим решениям [4, 5] для ALP-мо-
дели. При этом поправка (7) не может быть использова-
на для описания эволюции кросскорреляционных функ-
ций ⟨𝑉 (𝑡)𝑅(0)⟩ и ⟨𝑉 (0)𝑅(𝑡)⟩.

Поскольку ⟨𝑅𝐹Br⟩ = 0, средние квадраты скорости
𝑉 (𝑡) и смещения 𝑋(𝑡) = [𝑥(𝑡) − 𝑥(0)] активной частицы

могут быть представлены в виде:

⟨𝑉 2⟩ = 𝑇

𝑀
+ ⟨𝑉 2

AP⟩, (9)

⟨𝑋2⟩ = 2𝑇

𝑀𝜔2
0

+ ⟨𝑋2
AP⟩. (10)

Первые слагаемые в правых частях уравнений (9), (10)
представляет собой известные решения для пассивной
частицы [19, 23], в то время как вторые слагаемые опи-
сывают вклад за счет случайных флуктуаций силы R,
действующей на активную частицу (AP).

2.2. Частица в ловушке без учета вращательной

инерции

Рассмотрим активное движение частицы с поступа-
тельной инерцией и броуновским вращением без учета
инерции вращения и поступательного броуновского дви-
жения (𝐹Br = 0). Тогда для AOUP-модели путем умно-
жения уравнения (1) на 𝑉 , 𝑅 и 𝑋, а уравнения (2) на 𝑉
и 𝑋, легко получить следующую систему уравнений:

1

2

d⟨𝑉 2⟩
d𝑡

= −𝜈fr⟨𝑉 2⟩ − 𝜔2
0

2

d⟨𝑋2⟩
d𝑡

+
⟨𝑉 𝑅⟩
𝑀

, (11)

d⟨𝑉 𝑅⟩
d𝑡

= −
(︂
𝜈fr + 𝜔 +

𝜔2
0

𝜔

)︂
⟨𝑉 𝑅⟩+ 𝑅2

𝑀
, (12)

d2⟨𝑋2⟩
d𝑡2

= −𝜈fr
d⟨𝑋2⟩
d𝑡

− 𝜔2
0⟨𝑋2⟩+ 2⟨𝑉 𝑅⟩

𝑀𝜔
+ 2⟨𝑉 2⟩. (13)

В состоянии динамического равновесия производ-
ные по времени в левой части уравнений (11), (12) рав-
ны нулю, а при наличии ловушки (𝜔0 ̸= 0) смеще-
ние частицы ограничено, т.е. ⟨𝑋2⟩ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Учитывая,
что ⟨𝑅2⟩ = 0.5(𝑀𝜈fr𝑉0)

2, и полагая ⟨𝑉 2⟩ = ⟨𝑉 2
AOUP⟩ и

⟨𝑋2⟩ = ⟨𝑋2
AOUP⟩ при 𝐹Br = 0, получим:

⟨𝑉 2
AOUP⟩ =

1

2

𝑉 2
0

1 + 𝜔/𝜈fr + 𝜔2
0/𝜈fr𝜔

, (14)

⟨𝑋2
AOUP⟩ = 2⟨𝑉 2

AOUP⟩
𝜈fr + 𝜔

𝜔2
0𝜔

. (15)

Для частицы в ловушке время установления дина-
мического равновесия можно оценить как 𝑡𝑐 ∼ (𝜈fr+𝜔+
𝜔2
0/𝜔)

−1, см. (12). Если (𝜈fr + 𝜔) ≪ 𝜔2
0/𝜔, то 𝑡𝑐 ∼ 𝜔/𝜔2

0 .
Поэтому полученные далее результаты мы будем анали-
зировать в зависимости от двух безразмерных величин:
𝐿 = 𝜔2

0/𝜔𝜈fr и 𝜔/𝜈fr.
Если трение относительно велико (𝜔/𝜈fr ≪ 1), то

при относительно большой частоте ловушки (𝐿 ≫ 1)
средний квадрат смещения активной частицы не зави-
сит от коэффициента вращательной диффузии:

⟨𝑋2
AOUP⟩𝐿≫1 =

(︂
𝑉0𝜈fr
𝜔2
0

)︂2

. (16)

2.3. Частица в ловушке с учетом вращательной

инерции

Для аналитического описания стационарных значе-
ний статистических характеристик инерционной актив-
ной частицы (в рамках ALP-модели) при относительно
небольшой частоте ловушки (𝐿 ≪ 1) воспользуемся по-
правкой на вращательную инерцию (7), предложенной
для модели свободной активной частицы Орнштейна–
Уленбека. В этом случае для приращения средних
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квадратов скорости и смещения ALP-частицы за счет
ее активности также справедливы уравнения (11)–(13).
С учетом поправки (7) можно записать:

⟨𝑉 2
ALP⟩𝐿≪1 = 𝛽⟨𝑉 2

AOUP⟩, (17)

⟨𝑋2
ALP⟩𝐿≪1 = 𝛽⟨𝑋2

AOUP⟩. (18)

В общем случае (для любых 𝐿) поправка на вра-
щательную инерцию (7), пригодная для аналитическо-
го описания средних квадратов скорости и смещения
свободной частицы, при наличии ловушки (𝜔0 ̸= 0) мо-
жет быть иной. Значения ⟨𝑋2

ALP⟩𝑠𝑖𝑚, измеренные в ре-
зультате численного моделирования динамики актив-
ной частицы с вращательной инерцией в гармониче-
ской ловушке, представлены на рисунке 1 в виде зави-
симости отношения 𝛽⟨𝑋2

AOUP⟩/⟨𝑋2
ALP⟩𝑠𝑖𝑚 от величины

𝐿 при различных 𝜔𝜈fr. Численное моделирование пока-
зало, что 𝛽⟨𝑋2

AOUP⟩/⟨𝑋2
ALP⟩𝑠𝑖𝑚 полностью определяется

безразмерными параметрами 𝐿 = 𝜔2
0/𝜔𝜈fr и 𝜔/𝜈fr. Легко

увидеть, что при 𝐿 . 1 результаты моделирования со-
ответствуют аналитическим расчетам по формуле (18),
т.е. ⟨𝑋2

ALP⟩𝐿.1/⟨𝑋2
ALP⟩𝑠𝑖𝑚 ≈ 1. Однако, с ростом 𝐿 си-

туация существенно меняется.

Для оценки зависимости ⟨𝑋2
ALP⟩ от величины 𝐿 при

различных 𝜔/𝜈fr, может быть использована следующая
корректирующая формула, полученная на основе на ап-
проксимации численных данных, полученных для шаро-
образной частицы (см. рисунок 1):

⟨𝑋2
ALP⟩ ≈ 𝑓−1𝛽⟨𝑋2

AOUP⟩, (19)

где

𝑓 = 1− e−𝛼 + 𝛽e−𝛼(1 + 𝜔/𝜈fr)

√︃
𝐿

2 + 𝜔/𝜈fr + 𝐿
, (20)

здесь 𝛼 ∼= 6.66(1 + 𝜔/𝜈fr)
1/2𝐿−1.

Рисунки 1 и 2 наглядно показывают, что в случае
относительно большого коэффициента трения (𝜔/𝜈fr ≪
1, 𝛽 ≈ 1) и слабой ловушки (𝐿 . 1 ), средние квадраты
скорости ⟨𝑉 2

ALP⟩ и смещения ⟨𝑋2
ALP⟩ активной частицы

могут быть найдены в рамках хорошо известной AOUP-
модели [14, 15].

В пределе большой частоты ловушки (𝐿→∞) от-
ношение стационарных значений среднеквадратичных
смещений шарообразной частицы, полученных в рамках
моделей AOUP и ALP (т.е. без учета и с учетом враща-
тельной инерции активной частицы), упрощается:

⟨𝑋2
AOUP⟩

⟨𝑋2
ALP⟩

= 1 +
𝜔

𝜈fr
. (21)

Из (21) нетрудно получить

⟨𝑋2
ALP⟩ =

(︂
𝑉0𝜈fr
𝜔2
0

)︂2

, (22)

для всех отношений 𝜔/𝜈fr. В этом случае средний квад-
рат смещения частицы не зависит ни от коэффициен-
та вращательной диффузии 𝜔, ни от инерционной по-
правки 𝛽. Отметим также, что уравнение (22) совпадает

1

10

100

1000

0,1 1 10 100 1000 10000

ω/νfr = 100

ω/νfr = 10

ω/νfr = 1

ω/νfr = 0,1

Eq. (20)
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Рисунок 1. Зависимость отношения 𝛽⟨𝑋2
AOUP⟩/⟨𝑋2

ALP⟩
от 𝐿 = 𝜔2

0/𝜔𝜈fr при различных 𝜔/𝜈fr. Символы —
𝛽⟨𝑋2

AOUP⟩/⟨𝑋2
ALP⟩𝑠𝑖𝑚, где значения ⟨𝑋2

ALP⟩𝑠𝑖𝑚 измерены в
результате численного моделирования динамики активной
частицы с использованием уравнений (1), (4) и (5). Штрихо-
вые линии — аппроксимация (20).

с (16), полученным для модели AOUP без учета враща-
тельной инерции частицы при 𝜔/𝜈fr ≪ 1.

Для оценки зависимости среднего квадрата скоро-
сти инерционной активной броуновской частицы, нахо-
дящейся в высокочастотной ловушке (𝐿 ≫ 𝜈fr/𝜔+𝜔/𝜈fr),
можно использовать следующую аппроксимацию:

⟨𝑉 2
ALP⟩≈14.5

𝜈2fr
𝜔2
0

⟨𝑉 2
AOUP⟩. (23)

Из уравнения (21) и рисунка 1 следует, что при
большой частоте ловушки и большом коэффициенте
трения величина ⟨𝑋2

ALP⟩ может быть найдена с помо-
щью AOUP-модели [14, 15]. Однако, уравнение (23) и
рисунок 2 показывают, что при тех же условиях вели-
чина ⟨𝑉 2

ALP⟩ может значительно отличается от ⟨𝑉 2
AOUP⟩.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Выполнено численное моделирование динамики ак-
тивной броуновской частицы типа однородного шара с
поступательной и вращательной инерцией (т.н. актив-
ной ланжевеновской частицы, ALP) в гармонической ло-
вушке. Получены стационарные значения средних квад-
ратов скорости, ⟨𝑉 2

ALP⟩, и смещения, ⟨𝑋2
ALP⟩, активной

частицы. Показано, что вклад вращательной инерции
полностью определяется парой безразмерных соотноше-
ний характерных частот в системе, а именно 𝜔2

0/𝜔𝜈fr и
𝜔/𝜈fr.

С помощью аппроксимации результатов численного
моделирования предложены поправки к модели актив-
ной частицы Орнштейна–Уленбека, позволяющие вы-
числять средние квадраты скорости и смещения актив-
ной броуновской частицы с учетом ее поступательной
и вращательной инерции. При относительно малой ча-
стоте ловушки для вычисления ⟨𝑉 2

ALP⟩ и ⟨𝑋2
ALP⟩ может

быть использована модель активной частицы Орнштей-
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Рисунок 2. Зависимость отношения 𝛽⟨𝑉 2
AOUP⟩/⟨𝑉 2

ALP⟩
от 𝐿 = 𝜔2

0/𝜔𝜈fr при различных 𝜔/𝜈fr. Символы —
𝛽⟨𝑉 2

AOUP⟩/⟨𝑉 2
ALP⟩𝑠𝑖𝑚, где значения ⟨𝑉 2

ALP⟩𝑠𝑖𝑚 измерены в ре-
зультате численного моделирования динамики активной ча-
стицы с использованием уравнений (1), (4) и (5). Штриховые
линии — аппроксимация (23) для ⟨𝑉 2

ALP⟩.

на–Уленбека (AOUP) с поправкой 𝛽 на вращательную
инерцию, предложенной ранее для свободной части-
цы [17]. При большой частоте ловушки и большом ко-
эффициенте трения, вращательная инерция существен-
но влияет только на среднеквадратичную скорость, и не
оказывает никакого влияния на средний квадрат смеще-
ния частицы.

Результаты данной работы расширяют существую-
щее теоретическое описание движения свободной актив-
ной броуновской частицы с поступательной и враща-
тельной инерцией в область, где необходимо учитывать
удерживающие силы ловушки. Полученные результаты
также важны для дальнейшего развития теории инерци-
онного активного броуновского движения, в частности,
для описания функции эволюции среднеквадратичного
смещения частицы, автокорреляционных и кросскорре-
ляционных функций координаты и скорости активной
частицы с вращательной инерцией в ловушке.
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Commun 9 5156
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