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Аннотация. В данной работе мы рассматриваем два способа расчета давления однокомпонент-
ной плазмы. Первый метод основан на дифференцировании свободной энергии по объему. Второй
метод использует связь вириала системы с давлением, позволяя рассчитать вириальное давление.
Эти методы дают одинаковый результат в случае, когда частицы в моделировании взаимодейству-
ют по закону Кулона. Однако часто в моделировании плазмы используется потенциал Эвальда,
который учитывает дальнодействующие эффекты в плазме. При учете этих эффектов наблюда-
ются значительные отличия между методами расчета давления. Более того, стремление к термо-
динамическому пределу вириального давления не наблюдается. Такое поведение связано с явной
зависимостью потенциала Эвальда от размера расчетной ячейки, что не учитывается в вириаль-
ном давлении при вычислении градиента потенциала. https://doi.org/10.33849/2023107

1. ВВЕДЕНИЕ

Однокомпонентная плазма (ОКП) является хоро-
шо изученной моделью плазмы, имеющей применение
в астрофизике [1]. ОКП определяют как систему то-
чечных ионов, погруженных в однородный нейтрали-
зующий фон. ОКП является неплохим приближением
двухкомпонентной плазмы, когда ионы можно считать
классическими частицами, а электроны — полностью
вырожденными. Термодинамика системы (ионов) зави-
сит только от одного параметра неидеальности Γ. Бы-
ло строго доказано [2, 3], что данная модель является
устойчивой; помимо этого, обеспечивается существова-
ние термодинамического предела как в микроканониче-
ском, так и в каноническом ансамблях [2]. Таким об-
разом, эту систему можно исследовать численными ме-
тодами с помощью моделирования Монте-Карло (МК),
а также молекулярной динамики (МД) для получения
термодинамических свойств в термодинамическом пре-
деле.

Первое численное моделирование ОКП при нали-
чии периодических граничных условий (ПГУ) было
представлено в 1966 году Брашем, Сахлиным и Тел-
лером [4]. При этом применялся метод суммирования
Эвальда [5, 6], который с использованием ПГУ поз-
воляет при моделировании учесть дальнодействующие
эффекты в плазме. Этот метод представляет энергию
ОКП, 𝐸, в виде суммы взаимодействий только между
частицами в основной ячейке с некоторым эффектив-
ным анизотропным короткодействующим потенциалом
Эвальда. Таким образом, энергия ОКП рассчитывается
усреднением энергий для различных равновесных кон-
фигураций в моделировании методами МК или МД.

Помимо энергии ОКП, требуется также знать ее
уравнение состояния. Для этого необходимо рассчи-
тать давление ОКП. Выражение для давления может
быть найдено с помощью дифференцирования свобод-
ной энергии (или конфигурационного интеграла) по
объему. Такое давление мы будем называть термодина-

мическим давлением. В результате взятия производной,

давление оказывается напрямую связано с потенциаль-
ной энергией системы (11).

Такая же связь была получена в классических рабо-
тах (см. уравнение (16) в [4] или первую строчку уравне-
ния (9) в [6]), исходя из других соображений. Для этого
давление выводится через его связь с вириалом систе-
мы. Такую связь мы будем называть вириальный ме-

тод расчета давления или просто вириальное давление.
Вириал определяется градиентом потенциала взаимо-
действия. Для кулоновского потенциала (т.е. без учета
ПГУ) вириальное давление оказывается связано с пол-
ной потенциальной энергией так же, как и термодина-
мическое давление (11). В результате можно получить
простое соотношение, которое связывает полное давле-
ние ОКП с ее потенциальной энергией.

Стоит упомянуть, что полученное в этих работах
давление ведет себя нетривиальным образом в зависи-
мости от параметра неидеальности. Уже при Γ = 5
давление ОКП становится отрицательным, несмотря на
формально доказанную термодинамическую устойчи-
вость этой системы. При дальнейшем увеличении па-
раметра Γ ≥ 5 давление ОКП также убывает. Бо-
лее того, в этой области не выполняется условие тер-
модинамической устойчивости системы, то есть произ-
водная (𝜕𝑃/𝜕𝑉 )𝑇 является положительной величиной.
Здесь 𝑃, 𝑉 и 𝑇 — давление, объем и температура ОКП,
соответственно. Оказывается [7–9], что такое поведе-
ние термодинамики системы обусловлено несжимаемо-
стью однородного фона в ОКП, так как в модели рас-
сматривается только термодинамика ионов. Если вклю-
чить в свободную энергию вклад от вырожденных элек-
тронов (например, рассматривая электроны как иде-
альный Ферми-газ), то полное давление системы ио-
ны+электроны становится положительным, и условие
термодинамической устойчивости выполняется.

Такой подход критиковался в работе [10]. Авторы
этой работы высказывают гипотезу, что, исходя из кине-
тической теории, давление ОКП должно быть положи-
тельным, несмотря на отсутствие сжимаемости фона.
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Авторы предлагают рассматривать ОКП со “свобод-
ными граничными условиями, принимая во внимание
все эффекты, обусловленные наличием этой границы”,
и пользоваться вириальным определением давления. В
результате была получена положительная убывающая с
ростом Γ зависимость давления от параметра неидеаль-
ности. Однако, в работе не исследовалась зависимость
от числа частиц (расчет проведен при𝑁 = 256), которая
может приводить к значительному изменению давления
(см. рисунок 1). С теоретической точки зрения, термо-
динамический предел давления, рассчитанный методом
статьи [10], рассматривался в работе [11].

В упомянутом выше вириальном давлении в каче-
стве потенциала взаимодействия рассматривается по-
тенциал Кулона. Однако, часто в моделировании ис-
пользуется потенциал Эвальда. В отличии от кулонов-
ского потенциала, для потенциала Эвальда вириал и ви-
риальное давление не сводятся к потенциальной энер-
гии. Тогда возникает следующий вопрос: возникнут ли
отличия в вириальном давлении при использовании ви-
риала в случае потенциала Эвальда, который фактиче-
ски используется в моделировании?

Таким образом, данная работа посвящена иссле-
дованию влияния ПГУ, которые учтены в потенциале
Эвальда, на вириал, а также на вириальное давление
ОКП. В разделе 2 рассматривается потенциал Эвальда,
а также усредненный по углам потенциал Эвальда для
ОКП. В разделе 3 рассматриваются два метода опреде-
ления давления: через производную свободной энергии
и через вириал. Далее в разделе 4 описывается метод
моделирования, используемый в данной работе. В раз-
деле 5 обсуждаются полученные результаты и различия
между методами расчета давления. Наконец, в разделе 6
мы приводим заключение данной работы.

2. ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

Мы рассматриваем кубическую ячейку объемом
𝑉 = 𝐿3, в которой содержится 𝑁 точечных частиц по-
ложительного заряда 𝑍𝑒, где 𝑍 > 0 — зарядовое число
и 𝑒 > 0 — заряд электрона. Каждая 𝑖-я частица нахо-
дится в точке r𝑖. В ячейке также присутствует однород-
ный фоновый заряд отрицательного знака, с помощью
которого достигается электронейтральность ячейки. Та-
кая система называется далее однокомпонентной плаз-
мой (ОКП).

Данная кубическая ячейка взаимодействует с
термостатом температуры 𝑇 . Для описания тер-
модинамики в работе используется канонический
𝑁𝑉 𝑇 -ансамбль. Термодинамика ОКП зависит толь-
ко от безразмерного параметра неидеальности Γ =
(𝑍𝑒)2/(𝑘𝐵𝑇𝑎). Здесь 𝑘𝐵 обозначает постоянную Больц-
мана и 𝑎 = (3𝑉/(4𝜋𝑁))1/3 — среднее межчастичное
расстояние. В дальнейшем все длины записаны в еди-
ницах 𝑎, если не сказано иное.

Мы накладываем на ячейку периодические гранич-
ные условия (ПГУ) так, что каждая 𝑖-я частица имеет
бесконечное число изображений в точках r𝑖 + n𝐿, где
n ∈ Z3 — вектор, компоненты которого состоят из целых
чисел. Решение уравнения Пуассона при ПГУ с исполь-
зованием техники суммирования Эвальда приводит к
следующему уравнению для безразмерной потенциаль-
ной энергии [4], 𝑈 ≡ 𝐸/(𝑘𝐵𝑇 ):

𝑈Ew(Γ) = 𝑈0(Γ) +
Γ

2

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑣(r𝑖𝑗), (1)

где

𝑣(r) = 𝑣1(𝑟) + 𝑣2(r) (2)

представляет собой потенциал Эвальда, который состо-
ит из сферически-симметричной:

𝐿𝑣1(𝑟) =
erfc(

√
𝜋𝑟/𝐿)

𝑟/𝐿
− 1, (3)

и анизотропной части:

𝐿𝑣2(r) =
∑︁
n ̸=0

[︂
erfc(

√
𝜋|r/𝐿+ n|)

|r/𝐿+ n|
+

+
𝑒−𝜋𝑛2

𝜋𝑛2
cos (2𝜋n · r/𝐿)

]︂
. (4)

Здесь r𝑖𝑗 = r𝑖 − r𝑗 , 𝑛 = |n| = (𝑛2
𝑥 + 𝑛2

𝑦 + 𝑛2
𝑧)

1/2,
𝑟 = |r|. Суммирование

∑︀
n ̸=0 означает, что слагаемое

n = (0, 0, 0) ≡ 0 исключено из суммирования. Постоян-
ный вклад, ответственный за энергию взаимодействия
частицы со своими изображениями, равен:

𝑈0 =
𝑁

2
lim
𝑟→0

[︂
𝑣(r)− 1

𝑟

]︂
= −𝑁2/3Γ𝑀𝑠𝑐, (5)

где𝑀𝑠𝑐 = 0.880059442 — постоянная Маделунга простой
кубической (ПК) решетки.

Несмотря на то, что данный потенциал использо-
вался в широком круге работ по моделированию ОКП
[4, 6, 9, 12–15], он требует достаточно больших вычисли-
тельных мощностей. Это обстоятельство ограничивает
возможное число частиц, которое удается включить в
моделирование [16, 17]. Более того, потенциал Эвальда
является анизотропным, в то время как плазма пред-
ставляет собой разупорядоченную изотропную систему.

В 2003 году Е. Якуб и К. Ронки предложили усред-
нить потенциал Эвальда для двухкомпонентной плазмы
(ДКП) по направлениям [18], получив усредненный по
углам потенциал Эвальда (УУПЭ). В своей дальнейшей
работе [19] эти авторы рассмотрели аналогичный подход
для ОКП; однако УУПЭ в этом случае получен не был,
а финальное выражение для энергии оказалось невер-
ным.

В 2022 году авторы данной работы привели систе-
матический вывод УУПЭ в случае ДКП и ОКП [20, 21].
Этот подход показал свою эффективность при расчете
энергии ОКП в термодинамическом пределе, позволив
увеличить размер системы до миллиона частиц [20].

Далее воспользуемся идеей Якуба и Ронки [18] и
усредним этот потенциал по всем направлениям для то-
го, чтобы получить энергию ОКП [20]:

𝑈AAEP(Γ) = − 3

20
𝑁2/3Γ(𝑁 + 5) +

Γ

2

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁𝑠,𝑖∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑣𝑎(𝑟), (6)
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выраженную через УУПЭ, который сдвинут по энер-
гии для обеспечения нулевого значения потенциала при
𝑟 = 𝑟𝑚:

𝑣𝑎(𝑟) =
1

𝑟
×

{︃
1 +

1

2

(︂
𝑟

𝑟𝑚

)︂[︃(︂
𝑟

𝑟𝑚

)︂2

− 3

]︃}︃
, 𝑟 < 𝑟𝑚, (7)

так что 𝑣𝑎(𝑟) = 0 при 𝑟 ≥ 𝑟𝑚, где 𝑟𝑚 = ( 3
4𝜋 )

1/3𝐿 = 𝑁1/3.
Суммирование по индексу 𝑗 в формуле (6) производится
по всем соседям иона 𝑖 внутри сферы радиуса 𝑟𝑚; полное
количество ионов в этой сфере составляет 𝑁𝑠,𝑖. Также
при вычислении суммы в (6) используются ближайшие
к иону 𝑖 изображения ионов, находящихся в ячейке мо-
делирования (соглашение о минимальном изображении
[4, раздел III]).

На малых расстояниях УУПЭ ведет себя как потен-
циал Кулона. В точке 𝑟 = 𝑟𝑚 потенциал и его производ-
ная обращаются в ноль. Процедура расчета с помощью
УУПЭ аналогична той, что используется в традицион-
ном моделировании с короткодействующими потенциа-
лами некоторого радиуса действия, равного 𝑟𝑚 в случае
УУПЭ. Вывод УУПЭ, а также детали процедуры рас-
чета потенциальной энергии с помощью УУПЭ, можно
найти в работах [18, 20–22].

3. МЕТОДЫ РАСЧЕТА ДАВЛЕНИЯ

3.1. Термодинамическое давление

В данном подразделе 3.1 все длины измеряются в
обычных единицах.

Термодинамическое давление может быть полу-
чено дифференцированием свободной энергии 𝐹 =
−𝑘𝐵𝑇 ln𝑍 = −𝑘𝐵𝑇 ln𝑄+ 𝑘𝐵𝑇 ln(Λ3𝑁𝑁 !) по объему:

𝑃𝐹

𝑘𝐵𝑇
= −

(︂
𝜕𝐹/(𝑘𝐵𝑇 )

𝜕𝑉

)︂
𝑇

=
1

𝑄

(︂
𝜕𝑄

𝜕𝑉

)︂
𝑇

, (8)

где 𝑄 — конфигурационный интеграл:

𝑄 =

∫︁
𝑑r1...𝑑r𝑁 exp (−𝑈) , (9)

𝑍 — статистическая сумма и Λ = Λ(𝑇 ) =√︀
2𝜋~2/(𝑚𝑘𝐵𝑇 ) — тепловая длина волны де Бройля,

𝑚 — масса иона и ~ — приведенная постоянная Планка.

Чтобы вычислить производную конфигурационно-
го интеграла по объему в уравнении (8), мы масштаби-
руем длину расчетной ячейки в 𝛼 раз следующим обра-
зом:

𝐿 = 𝛼𝐿0, 𝑉 = 𝛼3𝐿0, r𝑖𝑗 = 𝛼r𝑖𝑗,0, 𝑑𝑉 = 3𝑉0𝛼
2𝑑𝛼, (10)

где 𝑉0 = 𝐿3
0 — некоторый начальный объем. Таким об-

разом, производная 𝑄 по объему заменяется на произ-
водную по параметру 𝛼:

𝑃𝐹𝑉

𝑁𝑘𝐵𝑇
=

𝑉

𝑁

1

𝑄

(︂
𝜕𝑄

𝜕𝑉

)︂
𝑇

=

=
𝑉

𝑁

1

3𝑉0𝛼2𝑄

(︂
𝜕𝑄

𝜕𝛼

)︂
𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝛼=1

= 1 +
⟨𝑈⟩
3𝑁

, (11)

где под символом ⟨(. . .)⟩ понимается среднее по
𝑁𝑉 𝑇 -ансамблю:

⟨(. . .)⟩ =
1

𝑄

∫︁
𝑑r1...𝑑r𝑁 (. . .) exp (−𝑈) . (12)

Формула (11) была получена в предположении, что
потенциальная энергия системы с объемом 𝑉0 в 𝛼 раз
больше, чем для системы с объемом 𝑉 = 𝛼3𝑉0:

𝑈(𝛼r1,0, . . . , 𝛼r𝑁,0)|𝑉=𝛼3𝑉0
=

=
1

𝛼
𝑈(r1,0, . . . , r𝑁,0)|𝑉=𝑉0

. (13)

Это условие выполнено для потенциальной энергии
ОКП, выраженной через потенциал Эвальда (1) и
УУПЭ (6). Также, это условие выполнено для потенци-
альной энергии системы, частицы которой взаимодей-
ствуют с потенциалом однородной функции степени −1
(например, кулоновским потенциалом).

3.2. Вириальное давление

Однако, существует также и другой способ расче-
та давления классической системы, который широко ис-
пользуется при моделировании методом классической
молекулярной динамики. Для этого необходимо рассчи-
тать вириал системы. Согласно [23] (см. раздел 2.4), для
классической системы вириальное давление 𝑃𝑊 (или ве-
личина 𝑃𝑊𝑉/(𝑁𝑘𝐵𝑇 )) связано с вириалом системы, 𝑊 ,
следующим образом:

𝑃𝑊𝑉

𝑁𝑘𝐵𝑇
= 1 +

⟨𝑊 ⟩𝜏
𝑁

, (14)

где под ⟨(. . .)⟩𝜏 понимается усреднение по времени. Ви-
риал, 𝑊 , определяется следующей формулой (см. фор-
мулу (2.59) в [23]):

𝑊 =
Γ

3

𝑁∑︁
𝑖

𝑁∑︁
𝑖<𝑗

r𝑖𝑗 · f𝑖𝑗 = −Γ

3

𝑁∑︁
𝑖

𝑁∑︁
𝑖<𝑗

r𝑖𝑗 · ∇r𝑖𝑗
𝑣(r𝑖𝑗), (15)

где 𝑣(r) — потенциал взаимодействия и f𝑖𝑗 = −∇r𝑖𝑗
𝑣(r𝑖𝑗)

означает силу, действующую на 𝑖-ю частицу со стороны
𝑗-ой частицы. Если потенциал взаимодействия является
сферически симметричной функцией, то вириал прини-
мает следующий вид:

𝑊 = −Γ

3

𝑁∑︁
𝑖

𝑁∑︁
𝑖<𝑗

𝑤(𝑟𝑖𝑗), 𝑤(𝑟) = 𝑟
𝑑𝑣(𝑟)

𝑑𝑟
. (16)

ОКП является кулоновской системой. Это легко по-
нять, если представить нейтрализующий фон в ОКП
как континуум точечных зарядов; эти заряды взаимо-
действуют с однородным фоновым зарядом и ионами в
терминах кулоновского потенциала. Тогда для расчета
давления 𝑃𝑊 можно использовать вириал для кулонов-
ского потенциала, воспользовавшись выражением (16)
для сферически-симметричного случая:

𝑣 =
1

𝑟
=⇒ 𝑟𝑣′𝑟 = −1

𝑟
, 𝑊 =

Γ

3

∑︁
𝑖<𝑗

1

𝑟
= 𝑈/3. (17)
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Таким образом, формулы (11) и (14) дают одинаковый
результат в случае обычного кулоновского потенциала.

Несмотря на это, при моделировании ОКП исполь-
зуется потенциал Эвальда (2) (или УУПЭ (7)). В связи
с этим возникает вопрос: возникнут ли отличия между

результатами вычисления давлений по формулам (11)
и (14) при использовании этих эффективных потенциа-
лов?

Для расчета величины 𝑃𝑊 найдем выражение для
вириала в случае потенциала Эвальда:

𝑊 = −Γ

3

𝑁∑︁
𝑖

𝑁∑︁
𝑖<𝑗

r𝑖𝑗∇r𝑖𝑗 (𝑣1(𝑟𝑖𝑗) + 𝑣2(r𝑖𝑗)) =
Γ

3𝐿

𝑁∑︁
𝑖

𝑁∑︁
𝑖<𝑗

{︃
2𝑒−𝜋

𝑟2𝑖𝑗

𝐿2 +
erfc(

√
𝜋𝑟𝑖𝑗/𝐿)

𝑟𝑖𝑗/𝐿
+

+
∑︁
n̸=0

[︃
𝑒−𝜋𝑛2

𝜋𝑛2
sin

(︂
2𝜋r𝑖𝑗 · n

𝐿

)︂
2𝜋

𝐿
n · r𝑖𝑗 +

(︁
2𝑒−𝜋|r𝑖𝑗/𝐿+n|2

⃒⃒⃒
r𝑖𝑗

𝐿
+ n

⃒⃒⃒
+ erfc(

√
𝜋
⃒⃒⃒
r𝑖𝑗

𝐿
+ n

⃒⃒⃒
)
)︁ 𝑟2𝑖𝑗/𝐿

2 + n · r𝑖𝑗/𝐿
|r𝑖𝑗/𝐿+ n|3

]︃}︃
, (18)

а также в случае УУПЭ:

𝑊 =
Γ

3

∑︁
𝑖<𝑗

(︃
1

𝑟𝑖𝑗
−

𝑟2𝑖𝑗
𝑟3𝑚

)︃
. (19)

Рассчитывая вириалы в случае потенциала Эвальда и
УУПЭ с помощью уравнений (18) и (19), соответствен-
но, и подставляя результат в уравнение (14), мы полу-
чаем давление 𝑃𝑊 для ОКП.

4. МЕТОД МОДЕЛИРОВАНИЯ

МОНТЕ-КАРЛО

Описание процедуры моделирования методом МК
можно найти в [4, Раздел IV] или [24, Глава 5]. Здесь
мы кратко опишем алгоритм, который был использован
в данной работе.

Для начала генерируется ионная конфигурация из
𝑁 частиц в кубической суперячейке со случайными по-
ложениями и вычисляется ее потенциальная энергия
𝑈init в соответствии с уравнением (1) или (6), в зави-
симости от выбранного потенциала взаимодействия. За-
тем случайным образом выбирается некоторый ион с но-
мером 𝑖 в позиции r𝑖 и вычисляется потенциал 𝑢(r𝑖) =∑︀𝑁

𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑣(r𝑖𝑗) в точке r𝑖, созданный другими частицами.

Далее, выбранная частица случайно смещается.
Пробное перемещение производится путем добавления к
начальному положению случайной величины (для каж-
дой компоненты 𝑥, 𝑦 и 𝑧 используется своя случайная
величина), которая изменяется случайным образом от
−Δ до +Δ. При перемещении также учитываются ПГУ.
Таким образом, получается новое положение иона r′𝑖 и
снова вычисляется потенциальная энергия 𝑢(r′𝑖), но уже
для положения r′𝑖. Суммарное изменение безразмерной
потенциальной энергии начальной и пробной ионных
конфигураций равно Δ𝑈 = [𝑢(r′𝑖)− 𝑢(r𝑖)] Γ.

Согласно алгоритму Метрополиса et al. [25], проб-
ная конфигурация принимается, если Δ𝑈 < 0. Если
Δ 𝑈 > 0, то вычисляется случайное число 𝑝 ∈ (0, 1);
если 𝑝 < exp (Δ𝑈), то конфигурация принимается.
В противном случае перемещение отклоняется, и Δ𝑈
устанавливается равным нулю: Δ𝑈 = 0. Таким обра-
зом, получается новая ионная конфигурация с энергией
𝑈init+Δ𝑈 . Далее снова случайным образом выбирается
какой-либо ион, и вся процедура повторяется. В резуль-

тате, мы получаем последовательности 𝑈(𝑚) и 𝑊 (𝑚),
где 𝑚 обозначает номер ионной конфигурации (или но-
мер пробной конфигурации).

Таблица 1. Давление ОКП для 𝑁 = 100 частиц в ячейке.

100 частиц, 𝑃𝑉/(𝑁𝑘𝐵𝑇 )
Потенциал Эвальда УУПЭ

Γ 1 + ⟨𝑈⟩
3𝑁

1 + ⟨𝑊 ⟩
𝑁

Γ 1 + ⟨𝑈⟩
3𝑁

1 + ⟨𝑊 ⟩
𝑁

0.1 0.99002(22) 1.1199(22) 0.1 0.99001(10) 1.31544(12)
1 0.8077(12) 2.2045(93) 1 0.80783(36) 4.04512(38)
5 -0.2536(50) 6.992(30) 5 -0.2542(14) 15.9100(16)
10 -1.669(11) 13.052(10) 10 -1.6696(44) 30.6547(58)
100 -27.872(17) 121.47(88) 100 -28.153(26) 294.755(88)

Таблица 2. Давление ОКП для 𝑁 = 1000 частиц в ячейке.

1000 частиц, 𝑃𝑉/(𝑁𝑘𝐵𝑇 )
Потенциал Эвальда УУПЭ

Γ 1 + ⟨𝑈⟩
3𝑁

1 + ⟨𝑊 ⟩
𝑁

Γ 1 + ⟨𝑈⟩
3𝑁

1 + ⟨𝑊 ⟩
𝑁

0.1 0.99129(23) 1.6189(87) 0.1 0.991252(79) 2.491725(90)
1 0.8094(18) 7.172(22) 1 0.80944(54) 15.81004(57)
5 -0.2536(47) 31.828(99) 5 -0.2527(18) 74.7478(18)
10 -1.6649(33) 62.89(14) 10 -1.6680(58) 148.3327(61)
100 -26.684(14) 620.5(20) 100 -27.281(19) 1472.728(15)

Что касается параметра Δ, то в процессе модели-
рования мы подстраиваем его таким образом, чтобы
процент принятия был около 50%. В [24, раздел 5.1.2,
стр. 192] отмечается, что такой алгоритм повышает эф-
фективность моделирования.

Поскольку моделирование начинается со случай-
но распределенного положения ионов, которое не яв-
ляется равновесной ионной конфигурацией для задан-
ных Γ и 𝑁 , нам необходимо отбросить начальный уча-
сток моделирования. После достижения равновесия мы
выполняем 𝑚tot = 106 шагов для 𝑁 = 102, 103 при
Γ = 0.1, 1, 5, 10, 100.

Для вычисления среднего значения энергии и ее
статистической погрешности, а также давления и вири-
ала, мы используем блочную технику усреднения, опи-
санную в [26, глава 11.4]. Весь равновесный участок раз-
бивается на несколько блоков 𝑛𝑏. Каждый такой блок
содержит 𝑚tot/𝑛𝑏 = 2 × 105 значений энергии. Вычис-
ляя среднее значение энергии для каждого блока, мы
получаем 𝑛𝑏 значений энергии �̄�(𝑙). Среднее (термоди-
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Рисунок 1. Величины 𝑃𝐹𝑉/(𝑁𝑘𝐵𝑇 ) и 𝑃𝑊𝑉/(𝑁𝑘𝐵𝑇 ) для ОКП, рассчитанные с помощью выражений (11) и (14), соответ-
ственно, для а) 100 частиц и б) 1000 частиц. При расчетах использовался потенциал Эвальда, а также УУПЭ.

намическое) значение энергии вычисляется как среднее
из этих значений:

⟨𝑈⟩
𝑁

=
1

𝑛𝑏

𝑛𝑏∑︁
𝑙=1

�̄�(𝑙)

𝑁
=

1

𝑚tot

𝑚tot∑︁
𝑚=1

𝑈(𝑚)

𝑁
. (20)

Для давления и вириала усреднение производится ана-
логично формуле (20). Статистическая погрешность
энергии (а также давления и вириала) оценивается как
корень из дисперсии этих средних значений:

𝜎 =

⎯⎸⎸⎷ 1

𝑛𝑏 − 1

𝑛𝑏∑︁
𝑙=1

(︂
�̄�(𝑙)

𝑁
−

⟨𝑈⟩
𝑁

)︂2

. (21)

5. РЕЗУЛЬТАТЫ

Таблицы 1 и 2 содержат результаты расчетов вели-
чины 𝑃𝑉/(𝑁𝑘𝐵𝑇 ) для числа частиц 𝑁 = 102 и 𝑁 = 103,
соответственно. При этом, во втором и третьем столб-
цах таблиц 1 и 2 указаны результаты расчета с потен-
циалом Эвальда (1), а в пятом и шестом столбцах —
с УУПЭ (6). Для каждого потенциала давление было
рассчитано с помощью выражения (11) (т.е. рассчитана
величина 𝑃𝐹𝑉/(𝑁𝑘𝐵𝑇 )) и выражения (14) (т.е. рассчи-
тана величина 𝑃𝑊𝑉/(𝑁𝑘𝐵𝑇 )). Усреднение по времени
заменяется на усреднение по ансамблю при использова-
нии формулы (14). Также эти результаты представлены
на рисунке 1.

Значения 𝑃𝐹𝑉/(𝑁𝑘𝐵𝑇 ), рассчитанные с помощью
потенциала Эвальда (1) и УУПЭ (6), достаточно близ-
ки. При увеличении числа частиц 𝑁 в 10 раз, т.е. с 102

до 103, значение давления 𝑃𝐹 изменяется незначитель-
но. Для 𝑁 = 103 результаты, рассчитанные с разными
потенциалами, также близки. По мере того, как Γ воз-
растает, давление уменьшается, и при Γ ∼ 5 оно стано-
вится отрицательным.

Полученные значения 𝑃𝐹 согласуются с работой
Браша, Сахлина и Теллера [4, Таблица II]. Таким обра-
зом, потенциал Эвальда и УУПЭ дают близкие резуль-
таты при расчете давления ОКП с помощью формулы

(11), которые меняются незначительно при увеличении
числа частиц, 𝑁 .

Рассмотрим результаты, полученные с помощью
вириалов (14) и (18), 𝑃𝑊𝑉/(𝑁𝑘𝐵𝑇 ) для потенциалов
Эвальда и УУПЭ. Для 𝑁 = 102 и 𝑁 = 103 было полу-
чено положительное, быстро возрастающее давление в
зависимости от Γ. Эти зависимости также значительно
отличаются от результатов, полученных дифференци-
рованием свободной энергии, 𝑃𝐹 . Заметим, что десяти-
кратное увеличение 𝑁 приводит к многократному уве-
личению давления 𝑃𝑊 для всех Γ.

Таким образом, результаты, которые дают форму-
лы (11) и (6), сильно отличаются. Мы предполагаем, что
причиной этому служит следующий факт.

При использовании ПГУ, потенциальная энергия
явно зависит не только от координат всех частиц в си-
стеме, но также и от размера ячейки, 𝐿. При вычисле-
нии производной конфигурационного интеграла по объ-
ему в выражении (11), производится вариация энергии
не только по координатам всех частиц, (𝜕𝑈/𝜕r𝑖)𝑇 , но
также и по размеру расчетной ячейки, (𝜕𝑈/𝜕𝐿)𝑇,r𝑖 , при
фиксированных положениях частиц [27]. В то же время,
при вычислении вириала по формулам (18) и (19) учи-
тывается только вариация потенциальной энергии при
варьировании координат частиц; вариация потенциаль-
ной энергии при варьировании объема ячейки, от кото-
рого энергия зависит явно, не учитывается.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе было рассчитано давление для
ОКП в широком диапазоне параметра неидеальности
двумя способами. В первом случае, выражение для (тер-
модинамического) давления было получено с помощью
дифференцирования свободной энергии ОКП, что при-
водит к простой связи давления и потенциальной энер-
гии. Во втором случае было использовано вириальное
давление, которое связывает давление и вириал систе-
мы. Для этого были получены выражения для вириала
для потенциала Эвальда и усредненного по углам по-
тенциала Эвальда.
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Расчет термодинамических величин производится с
помощью моделирования методом Монте-Карло. В ре-
зультате наблюдаются значительные отличия между ви-
риальным и термодинамическим давлениями. Термоди-
намическое давление ОКП оказывается отрицательным
и уменьшается с ростом неидеальности, в то время как
вириальное давление принимает положительные значе-
ния и увеличивается с ростом параметра неидеально-
сти. Термодинамическое давление очень слабо меняется
с увеличением числа частиц в 10 раз, при этом вири-
альное давление возрастает на порядок. Такой резкий
рост, по-видимому, свидетельствует об отсутствии тер-
модинамического предела вириального давления ОКП
при вычислении вириала с помощью потенциала Эваль-
да по формуле (18) и усредненного по углам потенциала
Эвальда по формуле (19).

Мы предполагаем, что такое несоответствие связа-
но с явной зависимостью потенциала Эвальда не только
от координат частиц, но также и от объема расчетной
ячейки. Эта зависимость учитывается в термодинами-
ческом давлении, но не учитывается в вириальном дав-
лении. Мы предполагаем, что дополнительный вклад,
связанный с вариацией потенциальной энергии при ва-
риации объема ячейки и фиксированных координатах,
приведет к совпадению вириального и термодинамиче-
ского давлений. В нашей следующей работе мы пла-
нируем вычислить этот вклад и показать соответствие
между двумя способами вычисления давления с учетом
явной зависимости потенциала взаимодействия от объ-
ема ячейки для кулоновской системы.
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