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Аннотация. В данной методической работе в высокотемпературном пределе систематически вы-
ведено выражение для матрицы плотности для системы частиц, взаимодействующих посредством
кулоновского потенциала. Выкладки соответствуют оригинальной работе Кельбга [1], в которой
решается уравнение Блоха в первом порядке теории возмущений. Особое внимание было уделено
объяснению всех преобразований при выводе, чтобы упростить понимание этой нетривиальной
теории. Решение Кельбга широко используется в моделировании методом Монте-Карло с инте-
гралами по траекториям. https://doi.org/10.33849/2022106

1. ВВЕДЕНИЕ

В 1963 году [1] Кельбг вычислил матрицу плотно-
сти для кулоновской системы в первом порядке теории
возмущений. Решение Кельбга является функцией, ко-
торая напоминает некоторый потенциал и является ко-
нечной на малых расстояниях. Эту функцию часто на-
зывают “потенциалом Кельбга” или “псевдопотенциалом
Кельбга”; последний термин более адекватен, посколь-
ку функция зависит и от расстояния, и от температу-
ры. Тем не менее, решение Кельбга следует интерпре-
тировать как некоторое выражение для двухчастичной
матрицы плотности кулоновской системы при высоких
температурах. В случае произвольного межчастичного
потенциала разумно называть решение Кельбга функ-
ционалом Кельбга.

Псевдопотенциал Кельбга часто используется в
расчетах методом Монте-Карло с интегралами по тра-
екториям (МКИТ) [2–5]. Однако оригинальная статья
Кельбга [1] содержит лишь очень краткий вывод. Таким
образом, преобразования Кельбга довольно сложны для
понимания. В этой работе приводится подробный систе-
матический вывод псевдопотенциала Кельбга в диаго-
нальном и недиагональном случаях. Для проверки всех
вычислений используется программа Mathematica [6].

2. ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

Рассмотрим 𝑁 частиц, взаимодействующих посред-
ством парного потенциала 𝑢𝑖𝑗(r𝑖 − r𝑗), для которого су-
ществует преобразование Фурье. Гамильтониан системы
𝐻̂ имеет вид:

𝐻̂ = 𝐾̂ + 𝑉 , 𝐾̂ =

𝑁∑︁
𝑖=1

p̂2
𝑖

2𝑚
, p̂𝑖 = −𝑖~∇𝑖, (1)

𝑉 =
1

2

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑢𝑖𝑗(r𝑖 − r𝑗), (2)

где p̂𝑖 — оператор импульса 𝑖-ой частицы, 𝑚 — масса
частиц, r𝑖 — координата 𝑖-ой частицы. Введем также
переменную для набора всех координат:

(r1, r2, . . . , r𝑁 ) ≡ R. (3)

Стационарное уравнение Шрёдингера порождает
собственную функцию Ψ𝜈(R) с соответствующим зна-
чением энергии 𝐸𝜈 :

𝐻̂Ψ𝜈(R) = 𝐸𝜈Ψ𝜈(R), (4)

Ψ𝜈(R) ≡ Ψ𝜈(r1, r2, . . . , r𝑁 ) = ⟨R|Ψ𝜈⟩. (5)

Здесь 𝜈 нумерует 𝑁 -частичные состояния системы.
Предполагается, что собственные функции Ψ𝜈(R) ор-
тонормальны и образуют полную систему.

Соединим систему с термостатом температуры 𝑇 .
Определим матрицу плотности или оператор плотности
следующим образом:

𝜌(𝛽) = exp(−𝛽𝐻̂) = exp(−𝛽𝐾̂ − 𝛽𝑉 ), (6)

где 𝛽 = 1/(𝑘𝐵𝑇 ) и 𝑘𝐵 — постоянная Больцмана. Обрати-
те внимание, что мы используем ненормированную мат-
рицу плотности. Таким образом, статистическая сумма
𝑄(𝛽) имеет вид:

𝑄(𝛽) = Sp𝜌(𝛽). (7)

В координатном представлении матрица плотности
𝜌(R,R′;𝛽) имеет вид:

𝜌(R,R′;𝛽) = ⟨R|𝜌(𝛽)|R′⟩ =

=
∑︁
𝜈

𝑒−𝛽𝐸𝜈Ψ*
𝜈(R)Ψ𝜈(R

′). (8)

Здесь R′ обозначает набор штрихованых координат
R′ = (r′1, r

′
2, . . . , r

′
𝑁 ) и Ψ*

𝜈(R) является комплексным
сопряжением Ψ𝜈(R). В уравнении (8) суммирование
производится по всем состояниям без симметризации
или антисимметризации. Уравнение (7) в координатном
представлении приобретает следующий вид:

𝑄(𝛽) =

∫︁
𝑑R𝜌(R,R;𝛽), 𝑑R ≡ 𝑑r1𝑑r2 . . . 𝑑r𝑁 . (9)

Матрица плотности удовлетворяет уравнению Бло-
ха (см. уравнение (2.53) в [7]):
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𝑑𝜌(𝛽)

𝑑𝛽
= −𝐻̂𝜌(𝛽). (10)

В дальнейших выводах мы часто будем использо-
вать “соотношение полноты”:

1̂ =

∫︁
𝑑R|R⟩⟨R|. (11)

Две сопряженные переменные G ≡ (g1,g2, . . . ,g𝑁 )
и R ≡ (r1, r2, . . . , r𝑁 ) удовлетворяют следующим тож-
дествам:

⟨R|G⟩ ≡ ⟨r1, . . . , r𝑁 |g1, . . . ,g𝑁 ⟩ =
𝑒
𝑖
~R·G

(2𝜋~)3𝑁/2
, (12)

R ·G ≡ r1g1 + r2g2 + · · ·+ r𝑁g𝑁 . (13)

Далее будет использоваться вспомогательная коорди-
натная переменная Q = (q1, . . . ,q𝑁 ), где q𝑖 — коорди-
ната 𝑖-ой частицы.

Действие оператора импульса p̂𝑖 на |G⟩ определяет
переменную импульса g𝑖:

p̂𝑖|G⟩ = g𝑖|G⟩. (14)

Будет использовано и другое “соотношение полноты”
для сопряженной (импульсной) переменной G:

1̂ =

∫︁
𝑑G

(2𝜋~)3𝑁/2
|G⟩⟨G|. (15)

3. ВЫВОД ФУНКЦИОНАЛА КЕЛЬБГА

Основная цель вывода — разделить кинетическую
и потенциальную энергию в уравнении (6). Кельбг [1]
вводит поправочную функцию (“Korrekturfunktion”), ко-

торая записывается в виде оператора 𝐺̂(𝛽):

exp(−𝛽(𝐾̂ + 𝑉 )) = exp(−𝛽𝑉 ) exp(−𝛽𝐾̂)𝐺̂(𝛽). (16)

Соотношение Бейкера–Кэмпбелла–Хаусдорфа (БКХ)

дает точную формулу для 𝐺̂(𝛽) (см. уравнение (2.9) до-
полнения 2A в [8]):

𝐺̂(𝛽) = exp

(︃
−
1

2
[𝛽𝑉 , 𝛽𝐾̂] +

+
1

12
([𝛽𝑉 , [𝛽𝑉 , 𝛽𝐾̂]] + [𝛽𝐾̂, [𝛽𝐾̂, 𝛽𝑉 ]]) + . . .

)︃
, (17)

где [𝑉 , 𝐾̂] — коммутатор 𝑉 и 𝐾̂. Цель работы Кель-

бга — получить выражение для 𝐺̂(𝛽) в первом порядке

𝛽𝑉 . Это нельзя сделать непосредственно из уравнения
(17): вклады первого порядка входят не только в первое
слагаемое (с коэффициентом 1/2), но и, например, во
второе (с коэффициентом 1/12).

Поэтому поступим по-другому: продифференциру-
ем уравнение (16) по 𝛽:

− (𝐾̂ + 𝑉 )𝑒−𝛽(𝐾̂+𝑉 ) = −𝑉 𝑒−𝛽𝑉 𝑒−𝛽𝐾̂𝐺̂(𝛽)−

− 𝑒−𝛽𝑉 𝐾̂𝑒−𝛽𝐾̂𝐺̂(𝛽) + 𝑒−𝛽𝑉 𝑒−𝛽𝐾̂ 𝑑𝐺̂(𝛽)

𝑑𝛽
. (18)

Затем перепишем левую часть уравнения (18), исполь-
зуя (16):

− (𝐾̂ + 𝑉 )𝑒−𝛽(𝐾̂+𝑉 ) =

= −(𝐾̂ + 𝑉 ) exp(−𝛽𝑉 ) exp(−𝛽𝐾̂)𝐺̂(𝛽) =

= −𝐾̂ exp(−𝛽𝑉 ) exp(−𝛽𝐾̂)𝐺̂(𝛽)−
− 𝑉 exp(−𝛽𝑉 ) exp(−𝛽𝐾̂)𝐺̂(𝛽). (19)

После подстановки уравнения (19) в уравнение (18) и
приведения подобных слагаемых, получаем:

𝑒−𝛽𝑉 𝑒−𝛽𝐾̂ 𝑑𝐺̂(𝛽)

𝑑𝛽
=

= 𝑒−𝛽𝑉 𝐾̂𝑒−𝛽𝐾̂𝐺̂(𝛽)− 𝐾̂𝑒−𝛽𝑉 𝑒−𝛽𝐾̂𝐺̂(𝛽) =

= 𝑒−𝛽𝑉
(︁
𝐾̂ − 𝑒𝛽𝑉 𝐾̂𝑒−𝛽𝑉

)︁
𝑒−𝛽𝐾̂𝐺̂(𝛽). (20)

Умножая уравнение (20) слева на 𝑒𝛽𝐾̂𝑒𝛽𝑉 , получаем
уравнение (11) в [1]:

𝑑𝐺̂(𝛽)

𝑑𝛽
= 𝑒𝛽𝐾̂

(︁
𝐾̂ − 𝑒𝛽𝑉 𝐾̂𝑒−𝛽𝑉

)︁
𝑒−𝛽𝐾̂𝐺̂(𝛽). (21)

Далее используется разложение экспоненты в ряд
Тейлора:

𝑒±𝛽𝑉 = 1̂± 𝛽𝑉 +
𝛽2

2
𝑉 2 + . . . (22)

Таким образом, второе слагаемое в скобках в уравнении
(21) принимает вид:

𝑒𝛽𝑉 𝐾̂𝑒−𝛽𝑉 = 𝐾̂ + 𝛽[𝑉 , 𝐾̂] +

+
𝛽2

2
[𝑉 , [𝑉 , 𝐾̂]] +

𝛽3

6
[𝑉 , [𝑉 , [𝑉 , 𝐾̂]]] + . . . (23)

Кельбг утверждает, что “ряд обрывается на члене по-
рядка 𝛽2 из-за структуры оператора кинетической энер-
гии”. Он не доказывает это утверждение. Тем не менее,
оно верно, поскольку оператор кинетической энергии
содержит только производные второго порядка; поэто-
му коммутатор [𝑉 , [𝑉 , [𝑉 , 𝐾̂]] = 0 (см. доказательство в
приложении A). Это приводит к обнулению членов выс-
шего порядка по 𝛽.

Подставляя уравнение (23) в уравнение (21), полу-
чаем ряд с вложенными коммутаторами или уравнение
(12) в [1]:

𝑑𝐺̂(𝛽)

𝑑𝛽
= −𝑒𝛽𝐾̂

{︂
𝛽[𝑉 , 𝐾̂] +

𝛽2

2
[𝑉 , [𝑉 , 𝐾̂]]

}︂
𝑒−𝛽𝐾̂𝐺̂(𝛽).

(24)
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Уравнение (12) в [1] является точным. Член порядка 𝛽2 в уравнении (24) в дальнейшем не используется.
Используем далее следующее преобразование:

𝑒𝛽𝐾̂ [𝐾̂, 𝑉 ]𝑒−𝛽𝐾̂ =
(︁
𝐾̂𝑒𝛽𝐾̂𝑉 𝑒−𝛽𝐾̂ − 𝑒𝛽𝐾̂𝑉 𝐾̂𝑒−𝛽𝐾̂

)︁
=

𝑑

𝑑𝛽

(︁
𝑒𝛽𝐾̂𝑉 𝑒−𝛽𝐾̂

)︁
, (25)

чтобы переписать уравнение (24) в следующем виде (в первом порядке по 𝑉 ):

𝑑𝐺̂(𝛽)

𝑑𝛽
= −𝛽𝑒𝛽𝐾̂ [𝑉 , 𝐾̂]𝑒−𝛽𝐾̂𝐺̂(𝛽) = 𝛽

𝑑

𝑑𝛽

(︁
𝑒𝛽𝐾̂𝑉 𝑒−𝛽𝐾̂

)︁
𝐺̂(𝛽). (26)

Из определения (16):

𝐺̂(0) = 1̂. (27)

Выполняя формальное интегрирование уравнения (26) по 𝛽, получаем уравнение (13) в [1]:

𝐺̂(𝛽) = 1̂ +

𝛽∫︁
0

𝛽1

𝑑

𝑑𝛽1

(︁
𝑒𝛽1𝐾̂𝑉 𝑒−𝛽1𝐾̂

)︁
𝐺̂(𝛽)𝑑𝛽1 = 1̂ +

𝛽∫︁
0

𝛽1

𝑑

𝑑𝛽1

(︁
𝑒𝛽1𝐾̂𝑉 𝑒−𝛽1𝐾̂

)︁
1̂𝑑𝛽1 +

+

𝛽∫︁
0

𝛽1

𝑑

𝑑𝛽1

(︁
𝑒𝛽1𝐾̂𝑉 𝑒−𝛽1𝐾̂

)︁ 𝛽1∫︁
0

𝛽′
1

𝑑

𝑑𝛽′
1

(︁
𝑒𝛽

′
1𝐾̂𝑉 𝑒−𝛽′

1𝐾̂
)︁
1̂𝑑𝛽′

1𝑑𝛽1+. . . . (28)

В первом порядке теории возмущений в выражении для
𝐺̂(𝛽) остаются первые два члена:

𝐺̂(𝛽) = 1̂ +

𝛽∫︁
0

𝛽1

𝑑

𝑑𝛽1

(︁
𝑒𝛽1𝐾̂𝑉 𝑒−𝛽1𝐾̂

)︁
𝑑𝛽1. (29)

Матрица плотности получается подстановкой уравне-
ния (29) в (16):

𝜌(𝛽) = 𝑒−𝛽𝑉 𝑒−𝛽𝐾̂ +

+ 𝑒−𝛽𝑉 𝑒−𝛽𝐾̂

𝛽∫︁
0

𝛽1

𝑑

𝑑𝛽1

(︁
𝑒𝛽1𝐾̂𝑉 𝑒−𝛽1𝐾̂

)︁
𝑑𝛽1. (30)

Это основное уравнение в [1]. В остальной части статьи
оно будет преобразовано к различным формам.

3.1. Преобразование оператора плотности в

уравнении (30)

Сначала мы преобразуем интегральный член в
уравнении (30), дифференцируя его по 𝛽1 и умножая

интеграл на 𝑒−𝛽𝐾̂ :

𝑒−𝛽𝑉 𝑒−𝛽𝐾̂

𝛽∫︁
0

𝛽1

𝑑

𝑑𝛽1

(︁
𝑒𝛽1𝐾̂𝑉 𝑒−𝛽1𝐾̂

)︁
𝑑𝛽1 =

= 𝑒−𝛽𝑉 𝑒−𝛽𝐾̂

𝛽∫︁
0

𝛽1𝑒
𝛽1𝐾̂

(︁
𝐾̂𝑉 − 𝑉 𝐾̂

)︁
𝑒−𝛽1𝐾̂ 1̂ 𝑑𝛽1 =

= 𝑒−𝛽𝑉

𝛽∫︁
0

𝛽1𝑒
(𝛽1−𝛽)𝐾̂

(︁
𝐾̂𝑉 − 𝑉 𝐾̂

)︁
𝑒−(𝛽1−𝛽)𝐾̂𝑒−𝛽𝐾̂𝑑𝛽1.

(31)

Здесь также было использовано, что 1̂ = 𝑒𝛽𝐾̂𝑒−𝛽𝐾̂ .
Теперь это уравнение снова преобразуется в форму про-
изводной:

𝛽∫︁
0

𝛽1𝑒
(𝛽1−𝛽)𝐾̂

(︁
𝐾̂𝑉 − 𝑉 𝐾̂

)︁
𝑒−(𝛽1−𝛽)𝐾̂𝑒−𝛽𝐾̂𝑑𝛽1 =

=

𝛽∫︁
0

𝛽1

𝑑

𝑑𝛽1

(︁
𝑒(𝛽1−𝛽)𝐾̂𝑉 𝑒−(𝛽1−𝛽)𝐾̂

)︁
𝑒−𝛽𝐾̂𝑑𝛽1. (32)

Наконец, уравнение (30) преобразуется в уравнение (14)
в [1]:

𝜌(𝛽) = 𝑒−𝛽𝑉 𝑒−𝛽𝐾̂ +

+ 𝑒−𝛽𝑉

𝛽∫︁
0

𝛽1

𝑑

𝑑𝛽1

(︁
𝑒(𝛽1−𝛽)𝐾̂𝑉 𝑒−(𝛽1−𝛽)𝐾̂

)︁
𝑒−𝛽𝐾̂𝑑𝛽1. (33)

Заметим, что коэффициент 𝑒𝛽𝐾̂ можно ввести под про-
изводную, так как он не зависит от 𝛽1:

𝑑

𝑑𝛽1

(︁
𝑒(𝛽1−𝛽)𝐾̂𝑉 𝑒−(𝛽1−𝛽)𝐾̂

)︁
𝑒−𝛽𝐾̂ =

=
𝑑

𝑑𝛽1

(︁
𝑒(𝛽1−𝛽)𝐾̂𝑉 𝑒−(𝛽1−𝛽)𝐾̂𝑒−𝛽𝐾̂

)︁
. (34)

Следуя Кельбгу, перепишем межчастичный потен-
циал через параметры 𝑒𝑖 и 𝐷:

𝑢𝑖𝑗(r𝑖 − r𝑗) =
𝑒𝑖𝑒𝑗

𝐷
𝑢(r𝑖 − r𝑗). (35)
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Предполагается, что 𝑒𝑖 имеет размерность заряда, а𝐷 —
длины. Разложим 𝑢(r𝑖 − r𝑗) в интеграл Фурье:

𝑢(r𝑖 − r𝑗) =
1

(2𝜋)3

∫︁
𝑑t𝑣(t)𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗). (36)

Здесь 𝑣(t) является компонентой Фурье потенциала
𝑢(r𝑖 − r𝑗). Тогда полная потенциальная энергия имеет
следующий вид:

𝑉 =
1

16𝜋3𝐷

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑒𝑖𝑒𝑗

∫︁
𝑑t𝑣(t)𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗). (37)

Таким образом, матрица плотности в (33) принимает вид:

𝜌(𝛽) = 𝑒−𝛽𝑉 𝑒−𝛽𝐾̂ +
1

16𝜋3𝐷

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑒𝑖𝑒𝑗

∫︁
𝑑t𝑣(t)𝑒−𝛽𝑉

𝛽∫︁
0

𝛽1

𝑑

𝑑𝛽1

(︁
𝑒(𝛽1−𝛽)𝐾̂𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗)𝑒−(𝛽1−𝛽)𝐾̂

)︁
𝑒−𝛽𝐾̂𝑑𝛽1. (38)

Введем следующее обозначение, согласно уравне-
нию (17) в [1]:

𝐹𝑖𝑗 = 𝑒𝛽
′𝐾̂𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗)𝑒−𝛽′𝐾̂ , 𝛽′ = 𝛽1 − 𝛽. (39)

𝐹𝑖𝑗 соответствует выражению под производной в урав-

нении (38). Теперь необходимо вычислить действие 𝑒𝛽
′𝐾̂

на 𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗). Если 𝑓(𝑥) — некоторая функция, то:

𝑓(𝐻̂)Ψ𝜈(R) = 𝑓(𝐸𝜈)Ψ𝜈(R). (40)

Рассмотрим оператор 𝐾̂ и вычислим его действие на
𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗):

𝐾̂𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗) =
1

2𝑚

𝑁∑︁
𝑛=1

p̂
2
𝑛𝑒

𝑖t(r𝑖−r𝑗) =

=
1

2𝑚
(p̂2

𝑖 + p̂
2
𝑗 )𝑒

𝑖t(r𝑖−r𝑗) +
𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗)

2𝑚

𝑁∑︁
𝑛=1
𝑛 ̸=𝑖,𝑗

p̂
2
𝑛, (41)

чтобы затем вычислить действие 𝑒𝛽
′𝐾̂ на 𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗). Рас-

смотрим действие отдельных вкладов в уравнении (41)
на некоторую волновую функцию Ψ(R):

p̂
2
𝑖 𝑒

𝑖t(r𝑖−r𝑗)Ψ(R) = −~2∇2
𝑖 𝑒

𝑖t(r𝑖−r𝑗)Ψ(R). (42)

Действие операторов ∇2
𝑖 и ∇2

𝑗 порождает три вклада:

∇2
𝑖 𝑒

𝑖t(r𝑖−r𝑗)Ψ(R) = −𝑡2𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗)Ψ(R) +

+ 2𝑖𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗)t∇𝑖Ψ(R) + 𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗)∇2
𝑖Ψ(R), (43)

∇2
𝑗𝑒

𝑖t(r𝑖−r𝑗)Ψ(R) = −𝑡2𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗)Ψ(R)−

− 2𝑖𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗)t∇𝑗Ψ(R) + 𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗)∇2
𝑗Ψ(R). (44)

Суммируя все это, получаем:

𝐾̂𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗)Ψ(R) =

=

(︂
~2𝑡2

𝑚
𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗) + 𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗)

~
𝑚
t(p̂𝑖 − p̂𝑗)

)︂
Ψ(R) +

+ 𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗)
1

2𝑚

𝑁∑︁
𝑛=1

p̂
2
𝑛Ψ(R), (45)

или в операторной форме:

𝐾̂𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗) = 𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗)
(︂
~2𝑡2

𝑚
+

~
𝑚
t(p̂𝑖 − p̂𝑗) + 𝐾̂

)︂
.

(46)

Теперь можно рассчитать действие 𝑒𝛽
′𝐾̂ на функцию

𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗) аналогично уравнению (40):

𝑒𝛽
′𝐾̂𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗) = 𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗)𝑒𝛽

′ ~2𝑡2

𝑚 +𝛽′ ~
𝑚 t(p̂𝑖−p̂𝑗)𝑒𝛽

′𝐾̂ . (47)

Таким образом, мы получаем уравнение (18) в [1]:

𝐹𝑖𝑗 = 𝑒𝛽
′𝐾̂𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗)𝑒−𝛽′𝐾̂ =

= 𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗)𝑒𝛽
′ ~2𝑡2

𝑚 +𝛽′ ~
𝑚 t(p̂𝑖−p̂𝑗)𝑒𝛽

′𝐾̂𝑒−𝛽′𝐾̂ =

= 𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗)𝑒𝛽
′ ~2𝑡2

𝑚 +𝛽′ ~
𝑚 t(p̂𝑖−p̂𝑗). (48)

Теперь подставим уравнение (48) в (38):

𝜌(𝛽) = 𝑒−𝛽𝑉 𝑒−𝛽𝐾̂ +
1

16𝜋3𝐷

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑒𝑖𝑒𝑗

∫︁
𝑑t𝑣(t)𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗)𝑒−𝛽𝑉

𝛽∫︁
0

𝛽1

𝑑

𝑑𝛽1

(︂
𝑒
~(𝛽1−𝛽)

𝑚 t(p̂𝑖−p̂𝑗)+
~2(𝛽1−𝛽)

𝑚 𝑡2
)︂
𝑒−𝛽𝐾̂𝑑𝛽1. (49)

Таким образом, мы получили уравнение (19) в [1].
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3.2. Координатное представление матрицы

плотности

Теперь вычислим матрицу плотности (49) в коорди-
натном представлении, то есть рассчитаем ⟨R|𝜌(𝛽)|R′⟩.
Для этого нужно вычислить следующий матричный
элемент:

⟨R|𝑒−𝛽𝑉 𝑒
~(𝛽1−𝛽)

𝑚 t(p̂𝑖−p̂𝑗)𝑒−𝛽𝐾̂ |R′⟩. (50)

Сначала мы вставим координатную переменную Q ≡
(q1,q2, . . . ,q𝑁 ), используя соотношение полноты, (11):

⟨R|𝑒−𝛽𝑉 1̂𝑒
~(𝛽1−𝛽)

𝑚 t(p̂𝑖−p̂𝑗)𝑒−𝛽𝐾̂ |R′⟩ =

=

∫︁
𝑑Q⟨R|𝑒−𝛽𝑉 |Q⟩⟨Q|𝑒

~(𝛽1−𝛽)
𝑚 t(p̂𝑖−p̂𝑗)𝑒−𝛽𝐾̂ |R′⟩. (51)

Для расчета ⟨R|𝑒−𝛽𝑉 |Q⟩ учтем, что:

⟨R|𝑉 |Q⟩ = 𝑈(R)𝛿(R−Q), (52)

где 𝑈(R) — потенциальная энергия (функция, а не опе-
ратор). Тогда:

⟨R|𝑒−𝛽𝑉 |Q⟩ = 𝑒−𝛽𝑈(R)𝛿(R−Q). (53)

Итак, уравнение (50) переходит в:

⟨R|𝑒−𝛽𝑉 𝑒
~(𝛽1−𝛽)

𝑚 t(p̂𝑖−p̂𝑗)𝑒−𝛽𝐾̂ |R′⟩ =

= 𝑒−𝛽𝑈(R)⟨R|𝑒
~(𝛽1−𝛽)

𝑚 t(p̂𝑖−p̂𝑗)𝑒−𝛽𝐾̂ |R′⟩. (54)

Теперь рассчитаем ⟨R|𝑒
~(𝛽1−𝛽)

𝑚 t(p̂𝑖−p̂𝑗)𝑒−𝛽𝐾̂ |R′⟩.
Для этого введем еще одну координатную переменную,
снова используя соотношение полноты, (11):

⟨R|𝑒
~(𝛽1−𝛽)

𝑚 t(p̂𝑖−p̂𝑗)1̂𝑒−𝛽𝐾̂ |R′⟩ =

=

∫︁
𝑑Q⟨R|𝑒

~(𝛽1−𝛽)
𝑚 t(p̂𝑖−p̂𝑗)|Q⟩⟨Q|𝑒−𝛽𝐾̂ |R′⟩. (55)

Рассмотрим первый матричный элемент

⟨R|𝑒
~(𝛽1−𝛽)

𝑚 t(p̂𝑖−p̂𝑗)|Q⟩ в уравнении (55). Вставим в
него сопряженную (импульсную) переменную G,
используя соотношение полноты, (15):

⟨R|𝑒
~(𝛽1−𝛽)

𝑚 t(p̂𝑖−p̂𝑗)|Q⟩ = ⟨R|𝑒
~𝛽′

𝑚 tp̂𝑖 1̂𝑒−
~𝛽′

𝑚 tp̂𝑗 |Q⟩ =

=

∫︁
𝑑G

(2𝜋~)3𝑁/2
⟨R|𝑒

~𝛽′

𝑚 tp̂𝑖 |G⟩⟨G|𝑒−
~𝛽′

𝑚 tp̂𝑗 |Q⟩. (56)

Оператор импульса является эрмитовым; он действует
на кет-вектор в первом случае (57) и на бра-вектор во
втором (58):

⟨R|𝑒
~𝛽′

𝑚 tp̂𝑖 |G⟩ = 𝑒
~𝛽′

𝑚 tg𝑖⟨R|G⟩, (57)

⟨G|𝑒−
~𝛽′

𝑚 tp̂𝑗 |Q⟩ = 𝑒−
~𝛽′

𝑚 tg𝑗 ⟨G|Q⟩. (58)
Окончательно получаем:

⟨R|𝑒
~(𝛽1−𝛽)

𝑚 t(p̂𝑖−p̂𝑗)|Q⟩ =

=

∫︁
𝑑G

(2𝜋~)3𝑁/2
𝑒
~𝛽′

𝑚 t(g𝑖−g𝑗)⟨R|G⟩⟨G|Q⟩ =

=

∫︁
𝑑G

(2𝜋~)3𝑁
𝑒
~𝛽′

𝑚 t(g𝑖−g𝑗)𝑒
𝑖
~R·G𝑒−

𝑖
~Q·G. (59)

Так как

𝑒
𝑖
~R·G𝑒−

𝑖
~Q·G = 𝑒

𝑖
~

𝑁∑︀
𝑚=1

(r𝑚−q𝑚)·g𝑚

=

𝑁∏︁
𝑚=1

𝑒
𝑖
~ (r𝑚−q𝑚)·g𝑚 , 𝑑G =

𝑁∏︁
𝑛=1

𝑑g𝑛, (60)

интеграл в (59) легко берется по всем переменным, кроме g𝑖 и g𝑗 :

∫︁
𝑑G

(2𝜋~)3𝑁
𝑒
~𝛽′

𝑚 t(g𝑖−g𝑗)𝑒
𝑖
~R·G𝑒−

𝑖
~Q·G =

∫︁ 𝑁∏︀
𝑛=1

𝑑g𝑛

(2𝜋~)3𝑁
𝑒
~𝛽′

𝑚 t(g𝑖−g𝑗)
𝑁∏︁

𝑚=1

𝑒
𝑖
~ (r𝑚−q𝑚)·g𝑚 =

=
1

(2𝜋~)3𝑁

⎛⎜⎝ 𝑁∏︁
𝑛=1
𝑛 ̸=𝑖,𝑗

∫︁
𝑑g𝑛𝑒

𝑖
~ (r𝑛−q𝑛)·g𝑛

⎞⎟⎠×
(︂∫︁

𝑑g𝑖𝑒
𝑖
~ (r𝑖−q𝑖)·g𝑖𝑒

~𝛽′

𝑚 tg𝑖

)︂
×
(︂∫︁

𝑑g𝑗𝑒
𝑖
~ (r𝑗−q𝑗)·g𝑗𝑒−

~𝛽′

𝑚 tg𝑗

)︂
. (61)

Первый интеграл — 𝛿-функция Дирака:∫︁
𝑑g𝑛𝑒

𝑖
~ (r𝑛−q𝑛)·g𝑛 = (2𝜋~)3𝛿(r𝑛 − q𝑛). (62)

Следующие два интеграла также являются 𝛿-функциями:∫︁
𝑑g𝑖𝑒

𝑖
~ (r𝑖−q𝑖)·g𝑖𝑒

~𝛽′

𝑚 tg𝑖 =

∫︁
𝑑g𝑖𝑒

𝑖
~ (r𝑖−q𝑖−𝑖

~2𝛽′

𝑚 t)·g𝑖 = (2𝜋~)3𝛿(r𝑖 − 𝑖~
2𝛽′

𝑚 t− q𝑖), (63)
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∫︁
𝑑g𝑗𝑒

𝑖
~ (r𝑗−q𝑗)·g𝑗𝑒−

~𝛽′

𝑚 tg𝑗 = (2𝜋~)3𝛿(r𝑗 + 𝑖~
2𝛽′

𝑚 t− q𝑗). (64)

Теперь подставим (62)–(64) в (61) для вычисления (59). Таким образом, вычислен первый элемент в уравнении (55):

⟨R|𝑒
~(𝛽1−𝛽)

𝑚 t(p̂𝑖−p̂𝑗)|Q⟩ =

⎛⎜⎝ ∏︁
𝑛=1
𝑛̸=𝑖,𝑗

𝛿(r𝑛 − q𝑛)

⎞⎟⎠× 𝛿
(︁
(r𝑖 − 𝑖~

2𝛽′

𝑚 t)− q𝑖
)︁
𝛿
(︁
(r𝑗 + 𝑖~

2𝛽′

𝑚 t)− q𝑗
)︁
. (65)

Подставляя его в уравнение (55) и интегрируя по всем q1 . . .q𝑁 , получаем:

⟨R|𝑒
~(𝛽1−𝛽)

𝑚 t(p̂𝑖−p̂𝑗)𝑒−𝛽𝐾̂ |R′⟩ =

=

∫︁
𝑑Q

⎛⎜⎝ ∏︁
𝑛=1
𝑛 ̸=𝑖,𝑗

𝛿(r𝑛 − q𝑛)

⎞⎟⎠ 𝛿
(︁
(r𝑖 − 𝑖~

2𝛽′

𝑚 t)− q𝑖
)︁
𝛿
(︁
(r𝑗 + 𝑖~

2𝛽′

𝑚 t)− q𝑗
)︁
⟨Q|𝑒−𝛽𝐾̂ |R′⟩ =

= ⟨r1, r2, . . . , r𝑖 − 𝑖~
2𝛽′

𝑚 t, . . . , r𝑗 + 𝑖~
2𝛽′

𝑚 t, . . . , r𝑁 |𝑒−𝛽𝐾̂ |r′1, r′2, . . . , r′𝑖, . . . , r′𝑗 , . . . , r′𝑁 ⟩. (66)

Матрица плотности 𝑁 невзаимодействующих частиц имеет следующий вид (см. уравнение (2.142) в [7]):

⟨r1, r2, . . . , r𝑖, . . . , r𝑗 , . . . , r𝑁 |𝑒−𝛽𝐾̂ |r′1, r′2, . . . , r′𝑖, . . . , r′𝑗 , . . . , r′𝑁 ⟩ =
(︂

𝑚

2𝜋~2𝛽

)︂ 3𝑁
2

exp

(︃
−

𝑚

2~2𝛽

𝑁∑︁
𝑛=1

(r𝑛 − r′𝑛)2
)︃
. (67)

Подставляя r𝑖 → r𝑖 − 𝑖~
2𝛽′

𝑚 t, r𝑗 → r𝑗 + 𝑖~
2𝛽′

𝑚 t в уравнении (67), получаем матричный элемент (66):

⟨r1, r2, . . . , r𝑖 − 𝑖~
2𝛽′

𝑚 t, . . . , r𝑗 + 𝑖~
2𝛽′

𝑚 t, . . . , r𝑁 |𝑒−𝛽𝐾̂ |r′1, r′2, . . . , r′𝑖, . . . , r′𝑗 , . . . , r′𝑁 ⟩ =

=

(︂
𝑚

2𝜋~2𝛽

)︂3𝑁/2

exp

⎛⎜⎝−
𝑚

2~2𝛽

𝑁∑︁
𝑛=1
𝑛 ̸=𝑖,𝑗

(r𝑛 − r′𝑛)2 −
𝑚

2~2𝛽

[︁
(r𝑖 − 𝑖~

2𝛽′

𝑚 t− r′𝑖)2 + (r𝑗 + 𝑖~
2𝛽′

𝑚 t− r′𝑗)2
]︁⎞⎟⎠ . (68)

Преобразуем выражение в квадратных скобках [. . . ] в экспоненте:

(r𝑖 − 𝑖~
2𝛽′

𝑚 t− r′𝑖)2 + (r𝑗 + 𝑖~
2𝛽′

𝑚 t− r′𝑗)2 = (r𝑖 − r′𝑖)2 + (r𝑗 − r′𝑗)2 + 2𝑖
~2𝛽′

𝑚
t(r𝑗 − r′𝑗)− 2𝑖

~2𝛽′

𝑚
t(r𝑖 − r′𝑖)− 2

~4𝛽′2

𝑚2
𝑡2, (69)

и получим уравнение (21) в [1]:

⟨r1, r2, . . . , r𝑖 − 𝑖~
2𝛽′

𝑚 t, . . . , r𝑗 + 𝑖~
2𝛽′

𝑚 t, . . . , r𝑁 |𝑒−𝛽𝐾̂ |r′1, r′2, . . . , r′𝑖, . . . , r′𝑗 , . . . , r′𝑁 ⟩ =

=

(︂
𝑚

2𝜋~2𝛽

)︂3𝑁/2

exp

(︃
−

𝑚

2~2𝛽

𝑁∑︁
𝑛=1

(r𝑛 − r′𝑛)2 −
𝑚

2~2𝛽

[︁
2𝑖~

2𝛽′

𝑚 t(r𝑗 − r′𝑗)− 2𝑖~
2𝛽′

𝑚 t(r𝑖 − r′𝑖)− 2~4𝛽′2

𝑚2 𝑡2
]︁)︃

=

=

(︂
𝑚

2𝜋~2𝛽

)︂3𝑁/2

𝑒
− 𝑚

2~2𝛽

𝑁∑︀
𝑛=1

(r𝑛−r′𝑛)
2

exp
(︁

𝛽′

𝛽 𝑖t(r𝑖 − r′𝑖)
)︁
exp

(︁
−𝛽′

𝛽 𝑖t(r𝑗 − r′𝑗)
)︁
exp

(︁
~2𝛽′2

𝛽𝑚 𝑡2
)︁
. (70)

Чтобы получить полную матрицу плотности, необходимо вычислить матричный элемент первого слагаемого в
уравнении (49):

⟨R|𝑒−𝛽𝑉 𝑒−𝛽𝐾̂ |R′⟩. (71)

Для этого вставим координатную переменную Q между операторами и используем уравнения (53), (67):

⟨R|𝑒−𝛽𝑉 1̂𝑒−𝛽𝐾̂ |R′⟩ =
∫︁

𝑑Q⟨R|𝑒−𝛽𝑉 |Q⟩⟨Q|𝑒−𝛽𝐾̂ |R′⟩ = 𝑒−𝛽𝑈(R)⟨R|𝑒−𝛽𝐾̂ |R′⟩ =

= 𝑒−𝛽𝑈(R)

(︂
𝑚

2𝜋~2𝛽

)︂3𝑁/2

𝑒
− 𝑚

2~2𝛽

𝑁∑︀
𝑛=1

(r𝑛−r′𝑛)
2

. (72)
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В итоге, мы получаем выражение для полной матрицы плотности в координатном представлении:

⟨R|𝜌(𝛽)|R′⟩ =
(︂

𝑚

2𝜋~2𝛽

)︂3𝑁/2

𝑒
− 𝑚

2~2𝛽

𝑁∑︀
𝑛=1

(r𝑛−r′𝑛)
2

𝑒−𝛽𝑈(R)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩1 +
1

16𝜋3𝐷

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑒𝑖𝑒𝑗

∫︁
𝑣(t)𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗)×

×
𝛽∫︁

0

𝛽1

𝑑

𝑑𝛽1

(︂
exp

(︁
𝛽′

𝛽 𝑖t(r𝑖 − r′𝑖)
)︁
exp

(︁
−𝛽′

𝛽 𝑖t(r𝑗 − r′𝑗)
)︁
𝑒
~2(𝛽1−𝛽)

𝑚 𝑡2 exp
(︁

~2𝛽′2

𝛽𝑚 𝑡2
)︁)︂

𝑑𝛽1𝑑t

⎫⎬⎭ . (73)

3.3. Преобразование матрицы плотности в уравнении (73)

Далее производим замену переменных в интеграле:

𝛼 = 𝛽1/𝛽, 𝛽𝑑𝛼 = 𝑑𝛽1. (74)

Тогда интеграл по 𝛽1 в уравнении (73) принимает следующий вид:

𝛽∫︁
0

𝛽1

𝑑

𝑑𝛽1

(︂
exp

(︁
𝛽′

𝛽 𝑖t(r𝑖 − r′𝑖)
)︁
exp

(︁
−𝛽′

𝛽 𝑖t(r𝑗 − r′𝑗)
)︁
𝑒
~2(𝛽1−𝛽)

𝑚 𝑡2 exp
(︁

~2𝛽′2

𝛽𝑚 𝑡2
)︁)︂

𝑑𝛽1 =

= 𝛽

1∫︁
0

𝛼
𝑑

𝑑𝛼

(︂
exp ((𝛼− 1)𝑖t(r𝑖 − r′𝑖)) exp

(︀
−(𝛼− 1)𝑖t(r𝑗 − r′𝑗)

)︀
𝑒
~2(𝛼−1)𝛽

𝑚 𝑡2 exp
(︁

~2(𝛼−1)2𝛽
𝑚 𝑡2

)︁)︂
𝑑𝛼. (75)

Производя следующие преобразования:

exp ((𝛼− 1)𝑖t(r𝑖 − r′𝑖)) exp
(︀
−(𝛼− 1)𝑖t(r𝑗 − r′𝑗)

)︀
𝑒
~2(𝛼−1)𝛽

𝑚 𝑡2 exp
(︁

~2(𝛼−1)2𝛽
𝑚 𝑡2

)︁
=

= exp
[︀
𝛼𝑖t(r𝑖 − r′𝑖)− 𝑖t(r𝑖 − r′𝑖)

]︀
exp
[︀
−𝛼𝑖t(r𝑗 − r′𝑗) + 𝑖t(r𝑗 − r′𝑗)

]︀
exp

(︁
(𝛼−1)𝛼~2𝛽

𝑚 𝑡2
)︁
=

= exp
[︀
𝛼𝑖t(r𝑖 − r′𝑖)− 𝛼𝑖t(r𝑗 − r′𝑗)

]︀
exp

(︁
− (1−𝛼)𝛼~2𝛽

𝑚 𝑡2
)︁
exp

(︀
−𝑖t(r𝑖 − r′𝑖) + 𝑖t(r𝑗 − r′𝑗)

)︀
, (76)

можно переписать интеграл по t и 𝛼 в уравнении (73):

∫︁
𝑣(t)𝑒𝑖t(r𝑖−r𝑗)

𝛽∫︁
0

𝛽1

𝑑

𝑑𝛽1

(︁
exp

(︁
𝛽′

𝛽 𝑖t(r𝑖 − r′𝑖)
)︁
exp

(︁
−𝛽′

𝛽 𝑖t(r𝑗 − r′𝑗)
)︁
exp

(︁
~2𝛽′2

𝛽𝑚 𝑡2
)︁)︁

𝑑𝛽1𝑑t =

=

∫︁
𝑣(t)𝑒𝑖t(r

′
𝑖−r

′
𝑗)𝛽

1∫︁
0

𝛼
𝑑

𝑑𝛼

(︂
𝑒𝛼𝑖t(r𝑖−r

′
𝑖)−𝛼𝑖t(r𝑗−r′𝑗)𝑒−

(1−𝛼)𝛼~2𝛽
𝑚 𝑡2

)︂
𝑑𝛼𝑑t (77)

и получить уравнение (22) в [1]:

⟨R|𝜌(𝛽)|R′⟩ =
(︂

𝑚

2𝜋~2𝛽

)︂3𝑁/2

𝑒
− 𝑚

2~2𝛽

𝑁∑︀
𝑛=1

(r𝑛−r′𝑛)
2

𝑒−𝛽𝑈(R)

{︃
1 +

+
𝛽

16𝜋3𝐷

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑒𝑖𝑒𝑗

∫︁
𝑣(t)𝑒𝑖t(r

′
𝑖−r

′
𝑗)

1∫︁
0

𝛼
𝑑

𝑑𝛼

(︂
𝑒𝑖𝛼t(r𝑖−r𝑗−r

′
𝑖+r

′
𝑗)𝑒−𝛼(1−𝛼)

~2𝛽
𝑚 𝑡2

)︂
𝑑𝛼𝑑t

}︃
. (78)

Введем обозначение:

r𝑖𝑗 = r𝑖 − r𝑗 , r′𝑖𝑗 = r′𝑖 − r′𝑗 . (79)
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Теперь интегрируем по частям в уравнении (78) по 𝛼:

1∫︁
0

𝛼
𝑑

𝑑𝛼

(︂
𝑒𝑖𝛼t(r𝑖𝑗−r

′
𝑖𝑗)𝑒−𝛼(1−𝛼)

~2𝛽
𝑚 𝑡2

)︂
𝑑𝛼 = 𝛼

(︂
𝑒𝑖𝛼t(r𝑖𝑗−r

′
𝑖𝑗)𝑒−𝛼(1−𝛼)

~2𝛽
𝑚 𝑡2

)︂⃒⃒⃒⃒1
0

−
1∫︁

0

𝑒𝑖𝛼t(r𝑖𝑗−r
′
𝑖𝑗)𝑒−𝛼(1−𝛼)

~2𝛽
𝑚 𝑡2𝑑𝛼 =

= 𝑒𝑖t(r𝑖𝑗−r
′
𝑖𝑗) −

1∫︁
0

𝑒𝑖𝛼t(r𝑖𝑗−r
′
𝑖𝑗)𝑒−𝛼(1−𝛼)

~2𝛽
𝑚 𝑡2𝑑𝛼. (80)

Таким образом, добавочное слагаемое в уравнении (78) имеет форму:

𝛽

16𝜋3𝐷

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑒𝑖𝑒𝑗

∫︁
𝑣(t)𝑒𝑖tr

′
𝑖𝑗

1∫︁
0

𝛼
𝑑

𝑑𝛼

(︂
𝑒𝑖𝛼t(r𝑖𝑗−r

′
𝑖𝑗)𝑒−𝛼(1−𝛼)

~2𝛽
𝑚 𝑡2

)︂
𝑑𝛼𝑑t =

=
𝛽

16𝜋3𝐷

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑒𝑖𝑒𝑗

∫︁
𝑣(t)𝑒𝑖tr

′
𝑖𝑗𝑒𝑖t(r𝑖𝑗−r

′
𝑖𝑗)𝑑t−

−
𝛽

16𝜋3𝐷

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑒𝑖𝑒𝑗

∫︁
𝑣(t)𝑒𝑖tr

′
𝑖𝑗

1∫︁
0

𝑒𝑖𝛼t(r𝑖𝑗−r
′
𝑖𝑗)𝑒−𝛼(1−𝛼)

~2𝛽
𝑚 𝑡2𝑑𝛼𝑑t. (81)

Первое слагаемое в уравнении (81) — потенциальная энергия:

𝛽

16𝜋3𝐷

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑒𝑖𝑒𝑗

∫︁
𝑣(t)𝑒𝑖tr

′
𝑖𝑗𝑒𝑖t(r𝑖𝑗−r

′
𝑖𝑗)𝑑t =

𝛽

16𝜋3𝐷

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑒𝑖𝑒𝑗

∫︁
𝑣(t)𝑒𝑖tr𝑖𝑗𝑑t = 𝛽𝑈(R). (82)

Рассмотрим второе слагаемое в уравнении (81) и перепишем интеграл:

∫︁
𝑣(t)𝑒𝑖tr

′
𝑖𝑗

1∫︁
0

𝑒𝑖𝛼t(r𝑖𝑗−r
′
𝑖𝑗)𝑒−𝛼(1−𝛼)

~2𝛽
𝑚 𝑡2𝑑𝛼𝑑t =

1∫︁
0

𝑑𝛼

∫︁
𝑣(t)𝑒𝑖t[𝛼r𝑖𝑗+(1−𝛼)r′𝑖𝑗 ]𝑒−𝛼(1−𝛼)

~2𝛽
𝑚 𝑡2𝑑t. (83)

Снова введем обозначение:

d𝑖𝑗(𝛼) = 𝛼r𝑖𝑗 + (1− 𝛼)r′𝑖𝑗 , 𝑑𝑖𝑗(𝛼) = |𝛼r𝑖𝑗 + (1− 𝛼)r′𝑖𝑗 |, (84)

и перепишем интеграл в уравнении (83) по t следующим образом:∫︁
𝑣(t)𝑒𝑖t[𝛼r𝑖𝑗+(1−𝛼)r′𝑖𝑗 ]𝑒−𝛼(1−𝛼)

~2𝛽
𝑚 𝑡2𝑑t =

∫︁
𝑣(t)𝑒𝑖td𝑖𝑗(𝛼)𝑒−𝛼(1−𝛼)

~2𝛽
𝑚 𝑡2𝑑t. (85)

Тогда матрица плотности (78) принимает следующую форму:

⟨R|𝜌(𝛽)|R′⟩ =
(︂

𝑚

2𝜋~2𝛽

)︂3𝑁/2

𝑒
− 𝑚

2~2𝛽

𝑁∑︀
𝑛=1

(r𝑛−r′𝑛)
2

𝑒−𝛽𝑈(R)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩1 + 𝛽𝑈(R)−
𝛽

2

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑒𝑖𝑒𝑗

𝐷
Φ(r𝑖𝑗 , r

′
𝑖𝑗 ;𝛽)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ , (86)

где

Φ(r𝑖𝑗 , r
′
𝑖𝑗 ;𝛽) =

1

8𝜋3

1∫︁
0

𝑑𝛼

∫︁
𝑣(t)𝑒𝑖td𝑖𝑗(𝛼)𝑒−𝛼(1−𝛼)𝜆2𝑡2𝑑t, 𝜆2 = 𝜆2(𝛽) =

~2𝛽
𝑚

. (87)

Видно, что различные потенциалы взаимодействия 𝑣(t) порождают различные функции Φ(r𝑖𝑗 , r
′
𝑖𝑗 ;𝛽). В связи с

этим, далее уравнение (87) называется функционалом Кельбга. Функция Φ(r𝑖𝑗 , r𝑖𝑗 ;𝛽) является диагональным функ-

ционалом Кельбга.

Рассмотрим функцию 𝑒𝑥. Если 𝑥 ≪ 1, то приближенно выполнено равенство 𝑒𝑥 ≈ 1 + 𝑥. Уравнение (86) было
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получено в первом порядке по 𝑉 . Таким образом, следующая величина должна быть намного меньше 1:⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒𝛽𝑈(R)−

𝛽

2

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑒𝑖𝑒𝑗

𝐷
Φ(r𝑖𝑗 , r

′
𝑖𝑗 ;𝛽)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒≪ 1. (88)

Уравнение (88) является условием применимости теории возмущений. Поэтому можно формально использовать
эквивалентность 1 + 𝑥 и 𝑒𝑥 для малых 𝑥:

1 + 𝛽𝑈(R)−
𝛽

2

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑒𝑖𝑒𝑗

𝐷
Φ(r𝑖𝑗 , r

′
𝑖𝑗 ;𝛽) ≈ 𝑒𝛽𝑈(R) exp

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩−𝛽

2

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑒𝑖𝑒𝑗
𝐷

Φ(r𝑖𝑗 , r
′
𝑖𝑗 ;𝛽)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ . (89)

Подставляя это выражение в уравнение (86), получаем:

⟨R|𝜌(𝛽)|R′⟩ =
(︂

𝑚

2𝜋~2𝛽

)︂3𝑁/2

𝑒
− 𝑚

2~2𝛽

𝑁∑︀
𝑛=1

(r𝑛−r′𝑛)
2

exp

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩−𝛽

2

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑒𝑖𝑒𝑗
𝐷

Φ(r𝑖𝑗 , r
′
𝑖𝑗 ;𝛽)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ . (90)

4. ВЫВОД ПСЕВДОПОТЕНЦИАЛА

КЕЛЬБГА

4.1. Диагональный псевдопотенциал Кельбга

Рассмотрим диагональный матричный элемент
матрицы плотности:

⟨R|𝜌(𝛽)|R⟩ =

=

(︂
𝑚

2𝜋~2𝛽

)︂ 3𝑁
2

exp

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩−𝛽

2

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑒𝑖𝑒𝑗
𝐷

Φ(r𝑖𝑗 , r𝑖𝑗 ;𝛽)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ .

(91)

Это и есть уравнение (23) в [1]. Чтобы вычислить
Φ(r𝑖𝑗 , r𝑖𝑗 ;𝛽), проинтегрируем уравнение (87) по 𝛼:

Φ(r𝑖𝑗 , r𝑖𝑗 ;𝛽) =
1

8𝜋3

∫︁
𝑑t𝑣(t)𝑒𝑖tr𝑖𝑗(𝛼)

1∫︁
0

𝑑𝛼𝑒−𝛼(1−𝛼)𝜆2𝑡2 ,

(92)

1∫︁
0

𝑒−𝛼(1−𝛼)𝜆2𝑡2𝑑𝛼 = 𝑒−𝜆2𝑡2/4
√
𝜋
erfi(𝜆𝑡/2)

𝜆𝑡
, (93)

где erfi(𝑥) = −𝑖erf(𝑖𝑥) и erf(𝑥) — функция ошибок.

Теперь подставим Фурье-компоненту кулоновского
потенциала:

𝑣(t) =
4𝜋

𝑡2
(94)

в уравнение (92) и проинтегрируем по t в сферических

координатах:

Φ(r𝑖𝑗 , r𝑖𝑗 ;𝛽)=
4𝜋

8𝜋3

∫︁
𝑑t

𝑡2
𝑒𝑖tr𝑖𝑗(𝛼)𝑒−𝜆2𝑡2/4

√
𝜋
erfi(𝜆𝑡/2)

𝜆𝑡
=

=
2
√
𝜋

∞∫︁
0

𝑒−𝜆2𝑡2/4 sin(𝑡𝑟𝑖𝑗)

𝑡𝑟𝑖𝑗

erfi(𝜆𝑡/2)

𝜆𝑡
𝑑𝑡 =

=
1

𝑟𝑖𝑗

(︁
1− 𝑒−𝑟2𝑖𝑗/𝜆

2

+
√
𝜋𝑟𝑖𝑗/𝜆[1− erf(𝑟𝑖𝑗/𝜆)]

)︁
. (95)

Выражение (95) часто называют “потенциалом Кельбга”
или “псевдопотенциалом Кельбга”.

4.2. Недиагональный псевдопотенциал Кельбга

Далее снова рассмотрим уравнение (87), чтобы за-
писать его в более компактной форме. Сначала вычис-
лим интеграл по t в сферических координатах, исполь-
зуя уравнение (94):∫︁

𝑣(t)𝑒𝑖td𝑖𝑗(𝛼)𝑒−𝛼(1−𝛼)𝜆2𝑡2𝑑t =

= 16𝜋2

∞∫︁
0

sin(𝑡𝑑𝑖𝑗(𝛼))

𝑡𝑑𝑖𝑗(𝛼)
𝑒−𝛼(1−𝛼)𝜆2𝑡2𝑑𝑡 =

=
8𝜋3

𝑑𝑖𝑗(𝛼)
erf

(︃
𝑑𝑖𝑗(𝛼)/𝜆

2
√︀
𝛼(1− 𝛼)

)︃
. (96)

Подставляя уравнение (96) в (87), получаем недиаго-
нальный псевдопотенциал Кельбга:

Φ(r𝑖𝑗 , r
′
𝑖𝑗 ;𝛽) =

1∫︁
0

𝑑𝛼

𝑑𝑖𝑗(𝛼)
erf

(︃
𝑑𝑖𝑗(𝛼)/𝜆

2
√︀

𝛼(1− 𝛼)

)︃
. (97)
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Если частицы имеют разные массы, то нужно заменить
массу в 𝜆 на приведенную:

𝜆2 =
~2𝛽
𝑚

→
~2𝛽
2𝜇𝑖𝑗

= 𝜆2
𝑖𝑗 , 𝜇−1

𝑖𝑗 = 𝑚−1
𝑖 +𝑚−1

𝑗 . (98)

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В этой работе представлен подробный системати-
ческий вывод матрицы плотности для системы кулонов-
ских частиц в высокотемпературном пределе. Приведен-
ные выкладки следуют оригинальной работе Кельбга
[1], при этом восстановлены многие детали, пропущен-
ные в оригинальной статье. Подходы, использованные
при совершении преобразований, будут полезны для ис-
следователей в области квантовой статистической фи-
зики.

ПРИЛОЖЕНИЕ A: Обрезание ряда в

уравнении (24)

В этом приложении будет вычислен коммутатор
[𝑉 , [𝑉 , [𝑉 , 𝐾̂]]]. Все выкладки произведены в координат-
ном представлении. Перепишем потенциальную энер-
гию 𝑈(R) в терминах функции 𝑣(r𝑖):

𝑈(R) =
1

2

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑢𝑖𝑗(r𝑖 − r𝑗) ≡
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑣(r𝑖). (A1)

Вычислим [𝑉 , 𝐾̂]:

[𝑉 , 𝐾̂]Ψ(R) =
~2

2𝑚

⎡⎣ 𝑁∑︁
𝑖=1

∇2
𝑖 ,

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑣(r𝑗)

⎤⎦Ψ(R) =

=

(︂
~2

2𝑚

)︂ 𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

[︀
∇2

𝑖 , 𝑣(r𝑗)
]︀
Ψ(R). (A2)

Рассмотрим каждое слагаемое по отдельности:[︀
∇2

𝑖 , 𝑣(r𝑗)
]︀
Ψ(R) = ∇2

𝑖 𝑣(r𝑗)Ψ(R)− 𝑣(r𝑗)∇2
𝑖Ψ(R). (A3)

В результате дифференцирования образуются три со-
ставляющих:

∇2
𝑖 𝑣(r𝑗)Ψ(R) = Ψ(R)(∇2

𝑖 𝑣(r𝑖))𝛿𝑖𝑗 +

+ 2(∇𝑖𝑣(r𝑖))(∇𝑖Ψ(R))𝛿𝑖𝑗 + 𝑣(r𝑗)∇2
𝑖Ψ(R), (A4)

где 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера. Таким образом, получаем:

[𝑉 , 𝐾̂] =
~2

2𝑚

𝑁∑︁
𝑖=1

{︀
(∇2

𝑖 𝑣(r𝑖)) + 2(∇𝑖𝑣(r𝑖))∇𝑖

}︀
. (A5)

Теперь рассчитаем [𝑉 , [𝑉 , 𝐾̂]]:

[𝑉 , [𝑉 , 𝐾̂]] =

=
~2

2𝑚

⎡⎣ 𝑁∑︁
𝑗=1

𝑣(r𝑗),

𝑁∑︁
𝑖=1

{︀
(∇2

𝑖 𝑣(r𝑖)) + 2(∇𝑖𝑣(r𝑖))∇𝑖

}︀⎤⎦ =

=
~2

𝑚

⎡⎣ 𝑁∑︁
𝑗=1

𝑣(r𝑗),

𝑁∑︁
𝑖=1

(∇𝑖𝑣(r𝑖))∇𝑖

⎤⎦ =

=
~2

𝑚

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑖=1

[𝑣(r𝑗), (∇𝑖𝑣(r𝑖))∇𝑖] . (A6)

Снова рассмотрим каждое слагаемое отдельно:

[𝑣(r𝑗), (∇𝑖𝑣(r𝑖))∇𝑖] Ψ(R) =

= 𝑣(r𝑗)(∇𝑖𝑣(r𝑖))∇𝑖Ψ(R)− (∇𝑖𝑣(r𝑖))∇𝑖𝑣(r𝑗)Ψ(R). (A7)

В результате дифференцирования образуются два вкла-
да:

∇𝑖𝑣(r𝑗)Ψ(R) = Ψ(R)(∇𝑖𝑣(r𝑖))𝛿𝑖𝑗+𝑣(r𝑗)(∇𝑖Ψ(R)). (A8)

Тогда

[𝑉 , [𝑉 , 𝐾̂]] = −
~2

𝑚

𝑁∑︁
𝑖=1

(∇𝑖𝑣(r𝑖))
2. (A9)

Заметим, что [𝑉 , [𝑉 , 𝐾̂]] является функцией только ко-
ординат R. Таким образом, уравнение (A9) коммутиру-
ет с потенциальной энергией:

[𝑉 , [𝑉 , [𝑉 , 𝐾̂]]] = −
~2

𝑚

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑖=1

[︀
𝑣(r𝑗), (∇𝑖𝑣(r𝑖))

2
]︀
= 0.

(A10)
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