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Аннотация. В статье представлен анализ аппроксимаций для коэффициента самодиффузии и
уравнения состояния для системы, взаимодействующей с потенциалом мягких сфер. Исследована
точность известной аппроксимации Гувера 1975-го года для уравнения состояния, а также про-
блемы с вириальными разложениями при высоких плотностях. Изучена более последовательная
Паде-аппроксимация для фактора сжимаемости. Предложена аппроксимация для коэффициен-
та самодиффузии в зависимости от параметра упаковки. Проведено молекулярно-динамическое
моделирование уравнения состояния и коэффициента самодиффузии, результаты сравниваются
с построенными аппроксимациями. https://doi.org/10.33849/2018115

1. ВВЕДЕНИЕ

В силу значительных теоретических сложностей,
возникающих на пути создания адекватной теории жид-
кости, большое значение имеет изучение модельных си-
стем [1, 2]. Наиболее простой из подобных моделей яв-
ляется модель твердых сфер, для которой получены
аналитические зависимости для уравнения состояния и
транспортных свойств [3]. Однако система твердых сфер
слишком грубо описывает эффекты отталкивания ча-
стиц, существенные при повышении плотности. Более
реалистичной является система частиц со степенным от-
талкиванием или система мягких сфер [4]. Потенциал
системы мягких сфер содержит два параметра (вместо
одного для системы твердых сфер), что позволяет обес-
печить значительно лучшее согласие с эксперименталь-
ными данными. Так как аналитические решения для си-
стемы мягких сфер можно получить только в пределе
очень низких плотностей из кинетической теории, ос-
новным методом исследования является численное мо-
делирование методом Монте–Карло и молекулярной ди-
намики [5]. С момента появления этих методов появи-
лось множество работ, в которых исследуются различ-
ные свойства системы мягких сфер, тем не менее, задача
описания термодинамических и транспортных свойств
этой системы в широком диапазоне параметров в виде
простых аппроксимаций остается актуальной [6].

В данной работе проведен анализ современных ап-
проксимаций уравнения состояния и коэффициента са-
модиффузии для системы мягких сфер, и предложена
новая аппроксимация, связывающая коэффициент са-
модиффузии с термодинамическими параметрами в ши-
роком диапазоне плотностей.

2. МОДЕЛЬ МЯГКИХ СФЕР

Потенциал мягких сфер является степенной функ-
цией и имеет вид:

𝜑(𝑟) = 𝜀
(︁𝜎
𝑟

)︁𝑛

, (1)

где 𝜀 — энергетический параметр, 𝜎 — характерный ра-
диус частиц, 𝑟 — расстояние между двумя частицами,

𝑛 ∈ (3;∞) — параметр мягкости (при 𝑛 ≤ 3 потенци-
ал приводит к термодинамически неустойчивой системе,
так как интеграл по объему расходится).

Потенциал мягких сфер имеет ряд полезных
свойств, упрощающих расчеты. Например, термодина-
мические и транспортные свойства системы мягких
сфер зависят только от одного параметра, который, в
свою очередь, зависит от температуры и плотности. Для
термодинамических свойств это следует из свойства од-
нородности потенциала как функции координаты. По-
этому свободная энергия Гиббса 𝐹 = 𝑈 − 𝑇𝑆 для си-
стемы из 𝑁 частиц, выраженная через статистическую
сумму 𝑍𝑁 , может быть преобразована следующим обра-
зом:

𝐹 = −𝑇 ln𝑍𝑁 , (2)

𝑍𝑁 = exp(−𝐻/𝑘𝐵𝑇 ) =

=
1

𝑁 !Λ3𝑁

∫︁
exp

(︂
−𝜎𝑛 𝜀

𝑘𝐵𝑇

∑︁
𝑟−𝑛
𝑖𝑗

)︂
𝑑r𝑁 =

=
𝑉 𝑁

𝑁 !Λ3𝑁

∫︁
exp

(︂
−̃︀𝜌𝑛

3
𝜀

𝑘𝐵𝑇

∑︁
𝑠−𝑛
𝑖𝑗

)︂
𝑑r𝑁 =

=
𝑉 𝑁

𝑁 !Λ3𝑁

∫︁
exp

[︃
−
(︂
6𝜁

𝜋

)︂ 3
𝑛 ∑︁

𝑠−𝑛
𝑖𝑗

]︃
𝑑r𝑁 , (3)

где ̃︀𝜌 = 𝜌𝜎3, 𝜌 = 𝑁/𝑉 , s = r(𝑁/𝑉 )1/3, Λ = ℎ2/(2𝜋𝑚𝑘𝐵𝑇 ),
𝑉 — объем системы, ℎ — постоянная Планка, 𝑘𝐵 — по-
стоянная Больцмана. Таким образом, свободная энергия
зависит от параметра 𝜁 [4]:

𝜁 =
𝜋

6

(︁ 𝜀

𝑘𝑏𝑇

)︁ 3
𝑛

𝜌𝜎3. (4)

Коэффициент 𝜋/6 введён для того, чтобы при 𝑛 → ∞
получить параметр упаковки для системы твёрдых
сфер. Таким образом, для каждых фиксированных 𝑛 и 𝜁
две системы, взаимодействующие с потенциалом мягких
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сфер, имеют одинаковые макроскопические величины:

𝑃𝑉

𝑁𝑘𝐵𝑇
,

𝐸

𝑁𝑘𝐵𝑇
, 𝐷

(︂
𝑁

𝑉

)︂ 1
3
(︂

𝑚

𝑘𝐵𝑇

)︂ 1
2

, (5)

где 𝑚 — масса частицы, 𝐷 — коэффициент самодиффу-
зии.

3. УРАВНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ СИСТЕМЫ,
ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩЕЙ
С ПОТЕНЦИАЛОМ МЯГКИХ СФЕР

С 60-х годов прошлого века многие авторы, напри-
мер [7–9], предпринимали попытки рассчитать уравне-
ние состояния системы, взаимодействующей с потенци-
алом мягких сфер. Одним из традиционных способов
решения этой задачи является метод разложения урав-
нения состояния в вириальный ряд.

Вириальное уравнение состояния описывает зави-
симость давления от плотности через вириальные ко-
эффициенты:

𝑍 =
𝑃

𝜌𝑘𝐵𝑇
= 1 +

𝐽∑︁
𝑗=2

𝐵𝑗(𝑇 )𝜌
𝑗−1, (6)

где 𝑍 — фактор сжимаемости. Вириальный коэффици-
ент 𝐵𝑗 является функцией температуры и описывает
межмолекулярный потенциал. Для достижения высо-
кой точности аппроксимации обычно достаточно взять
8 членов разложения. Для модели мягких сфер, по-
тенциал которой имеет вид (1), имеется только один
эффективный параметр 𝜀𝜎𝑛, поэтому зависимость ви-
риального коэффициента от температуры упрощается:
𝐵𝑗 = 𝐵𝑗 [𝜎

3(𝜀/(𝑘𝐵𝑇 ))
3/𝑛]𝑗−1. Это соотношение также

определяет приведенный вириальный коэффициент 𝐵𝑗 .
В статье [10] определены вириальные коэффициенты
𝐵𝑗 , вплоть до восьмого, при различных 𝑛. Оказалось,
что для «более мягких» потенциалов (при малых 𝑛)
вириальные коэффициенты относительно велики и мо-
нотонно не уменьшаются с увеличением номера коэф-
фициента. Это приводит к плохо сходящимся вириаль-
ным рядам. Согласно исследованиям авторов статьи
[10], данный способ записи уравнения состояния име-
ет недостаток при высоких плотностях и низких 𝑛. Для
устранения этого недостатка было предложено исполь-
зовать аппроксимацию Паде, форма которой имеет вид:

𝑍 =
[︁𝒩1 +𝒩2𝜌+𝒩3𝜌

2 + ...+𝒩𝑀+𝑘+1𝜌
𝑀+𝑘

1 +𝐷2𝜌+𝐷3𝜌3 + ...+𝐷𝑀−𝑘𝜌𝑀−1−𝑘

]︁ 𝛼
2𝑘+1

, (7)

𝐽 — четное, 𝑀 = 𝐽/2.

𝑍 =
[︁𝒩1 +𝒩2𝜌+𝒩3𝜌

2 + ...+𝒩𝑀+𝑘+1𝜌
𝑀+𝑘

1 +𝐷2𝜌+𝐷3𝜌3 + ...+𝐷𝑀−𝑘𝜌𝑀−𝑘

]︁ 𝛼
2𝑘

, (8)

𝐽 — нечетное, 𝑀 = (𝐽 − 1)/2. Здесь 𝒩1 = 1 для удовле-
творения асимптотике идеального газа 𝑍(0) = 1, 𝑀 —
положительное целое число, определяющее порядок ап-
проксимации, а 𝑘 — целое число ≥ −𝑀 , определяющее
асимметрию между числителем и знаменателем в урав-
нениях (7), (8). Коэффициент 𝛼 = 𝑛/3 выбран в соот-
ветствии с асимптотическим поведением мягких сфер
𝑍 ∼ 𝜌𝑛/3 при высоких плотностях. Коэффициенты 𝒩 и

𝐷 вычисляются алгебраически, так что разложение Тей-
лора приведенного уравнения соответствует вириально-
му ряду до порядка 𝜌𝐽−1. Таким образом, уравнения
(8, 7) хорошо описывают систему как при низких, так и
высоких плотностях. Чтобы обеспечить связь между по-
тенциалом мягких сфер и предельным случаем 𝑛 = ∞,

авторы статьи [10] определяют 𝑁𝑗 =
𝑛/3
𝐽−1𝒩𝑗>1 в уравне-

нии (7) и записывают аппроксимацию как

𝑍 =
{︁
1 +

𝐽 − 1

𝑛/3

[︀
𝑁2𝜌+𝑁3𝜌

2 + ...+𝑁𝐽𝜌
𝐽−1

]︀ }︁ 𝑛/3
𝐽−1

, (9)

𝜌 = 𝜌𝜎3
(︁

𝜀
𝑘𝐵𝑇

)︁ 3
𝑛

. Используя метод наименьших квадра-

тов, можно построить общий вид уравнения состояния
для любого 𝜌 и 𝑛 из уравнения (9), зафиксировав коэф-
фициент 𝑁2:

𝑁2 = �̄�2 =
2𝜋

3
Γ

(︂
1− 3

𝑛

)︂
,

тогда остальные можно выбрать в виде

𝑁𝑗(𝑛) = exp[𝐶1/𝑛+𝐶2/𝑛
2+. . .+𝐶9/𝑛

9]−1+𝑁𝑗(∞), (10)

𝑗 = 3, . . . , 8.

Коэффициенты 𝐶1–𝐶9 приведены в статье [10]. Выраже-
ние (10) обеспечивает асимптотику к уравнению состоя-
ния твёрдых сфер с помощью замечательного предела:

lim
𝑚→∞

(1 + 𝑥/𝑚)𝑚 = 𝑒𝑥,

где 𝑥 = 𝑁2𝜌+𝑁3𝜌
2 + . . .+𝑁𝐽𝜌

𝐽−1, 𝑚 = 𝑛/3
𝐽−1 .

4. КОЭФФИЦИЕНТ САМОДИФФУЗИИ

Коэффициент самодиффузии связан со средним
квадратичным смещением соотношением Эйнштейна:

𝐷 =
1

6𝑡
⟨|𝑟𝑖(𝑡)− 𝑟𝑖(0)|2⟩. (11)

В 1999 году Я. Розенфельд [11] выдвинул предпо-
ложение, что зависимость приведенного коэффициента
диффузии от конфигурационной энтропии на одну ча-
стицу вещества 𝑠 = 𝑆𝑒𝑥/𝑁𝑘𝐵 описывается следующей
формулой:

𝐷 ∼ 𝑎 exp(𝑏𝑠), (12)

где 𝑎 = 0.6, 𝑏 = −0.8.

Связь (12) является феноменологической, тем не
менее, она часто используется для оценки коэффициен-
та самодиффузии. Выявлено два основных недостатка
формулы (12). Во-первых, при низких плотностях она не
воспроизводит теорию Чепмена–Энскога, которая хоро-
шо описывает коэффициент самодиффузии в этой обла-
сти. Для модели мягких сфер существует решение урав-
нений кинетического уравнения в пределе 𝜁 → 0, и в
первом приближении оно имеет вид [11]:

𝐷 = 𝐴01/𝜁, (13)
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где 𝐴01:

𝐴01 =

√
𝜋

16

(︁ 2

𝑛

)︁2/𝑛 1

𝐴1(𝑛)Γ(3− 2/𝑛)
. (14)

Приближение следующего порядка дает коэффициент
𝐴02 = 𝐴01/(1− 𝜖), где 𝜖 — небольшой поправочный член
[12].

Во-вторых, в области плотной жидкости (обычно
где 𝑠 < −3) ln𝐷 перестает быть линейной функцией от
𝑠. Величина отклонения меньше, чем в области 𝑠 > −1,
что, по крайней мере, частично, может быть объяснено
ограниченной точностью экспериментальных данных и
данных моделирования. Тем не менее, этот второй недо-
статок значителен, так как указывает на то, что простая
зависимость между𝐷 и 𝑠 не подходит для плотных жид-
костей. Таким образом, связь оказывается действитель-
ной только в ограниченном диапазоне изменения кон-
фигурационной энтропии. Поэтому в [6] была предло-
жена следующая формула зависимости коэффициента
диффузии от 𝑠:

𝐷 =
𝐴0

𝑠
exp(Ψ(𝑠)), (15)

где Ψ — неизвестная функция от 𝑠, удовлетворяющая
условию Ψ(𝑠 → 0) = 0. Константа 𝐴0 = 4𝐴02Γ(1 −
3/𝑛)(1 − 3/𝑛) требуется для достижения аналитическо-
го предела 𝐷 при низкой плотности. В работе [6] бы-
ло показано, что Ψ может быть представлена полино-
мом вида

∑︀4
𝑖=1 𝛼𝑖𝑆

𝑖. Для более точного представления
функции Ψ необходим полином четвертой степени, так
как при меньшем порядке точность описания недоста-
точна. Также при 𝑛 = 6.4 меняется характер зависимо-
сти параметров полинома. Для 𝑛 < 6.4 полином име-
ет вид 𝛼𝑖 = 𝑐0𝑖 + 𝑐1𝑖/𝑛 + 𝑐2𝑖/𝑛

2 + 𝑐3𝑖/𝑛
3, для 𝑛 > 6.4,

𝛼𝑖 = 𝛼𝑖(1/𝑛+ 𝑑𝑖)
𝑘
𝑖 + 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 4. Коэффициенты для

полиномиального разложения приведены в таблице 1.
Следует отметить, что в статье [6] приведены ошибоч-
ные значения для этих коэффициентов. Значения 𝐴02

для выражения коэффициента самодиффузии при раз-
личных 𝑛 взяты из статьи [11] и приведены в таблице 2.

Таблица 1. Значения коэффициентов для полиномиального
разложения Ψ =

∑︀4
𝑖=1 𝛼𝑖𝑆

𝑖. При 𝑛 < 6.4 полином имеет вид
𝛼𝑖 = 𝑐0𝑖 + 𝑐1𝑖/𝑛+ 𝑐2𝑖/𝑛

2 + 𝑐3𝑖/𝑛
3, при 𝑛 > 6.4, 𝛼𝑖 = 𝛼𝑖(1/𝑛+

𝑑𝑖)
𝑘
𝑖 + 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 4.

𝑖 𝑎𝑖 𝑏𝑖 𝑑𝑖 𝑘𝑖
𝑖 = 1 -0.420552 -0.098498 0. 0.418637
𝑖 = 2 -0.037329 0.334514 0.038199 -0.595241
𝑖 = 3 -1.370355 1.151654 0.022647 0.036688
𝑖 = 4 -9.591840 0.019655 1.471870 -16.57378

𝑖 𝑐0𝑖 𝑐1𝑖 𝑐2𝑖 𝑐3𝑖
𝑖 = 1 -0.011527 -5.440361 41.219398 -115.459496
𝑖 = 2 -0.157627 8.052187 -55.805351 129.804972
𝑖 = 3 -0.018281 -1.822340 9.974524 -19.191433
𝑖 = 4 0.002607 0.192902 -0.866492 1.280699

Далее необходимо вычислить конфигурационную
энтропию, которая определяется как разность между
энтропией изучаемой системы и энтропией идеально-
го газа при тех же плотности и температуре 𝑆𝑒𝑥 =
𝑆 − 𝑆𝑖𝑑. В работе [13] было показано, что для газа мяг-

Таблица 2. Коэффициент 𝐴02 при различных значениях па-
раметра 𝑛.

𝑛 4 6 8 10 ∞
𝐴02 0.422 0.385 0.382 0.383 0.500

ких сфер конфигурационную энтропию можно вычис-
лить по формуле:

−𝑠(𝜁;𝑛) =

∫︁ 𝜁

0

𝑍1(𝜁
′;𝑛)

𝜁 ′
𝑑𝜁 ′ − 3

𝑛
𝑍1(𝜁;𝑛), (16)

где 𝑍1 = 𝑍 − 1. Таким образом, можно построить ап-
проксимацию 𝐷(𝜁).

В данной работе для расчета конфигурационной
энтропии предполагается использовать аппроксимацию
для 𝑍, представленную в форме Паде (9).

5. ПАРАМЕТРЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Для молекулярно-динамического (МД) моделиро-
вания в работе использовался код LAMMPS [14]. Для
расчета термодинамических свойств системы с потен-
циалом мягких сфер был разработан программный код
и внедрен в LAMMPS.

МД-моделирование проводилось для систем с по-
казателем степени для потенциала 𝑛 = 4, 6, 9, 12. Для
исследования сходимости была построена зависимость
потенциальной энергии системы от числа частиц (рису-
нок 1). При 𝑁 > 2000 энергия выходит на постоянную
величину, поэтому в этой работе расчеты проводились
для количества частиц от 2048 до 4000, первоначаль-
но расположенных в узлах идеальной ГЦК-решетки
с периодическими граничными условиями. При моде-

Рисунок 1. Зависимость потенциальной энергии от числа
частиц для 𝑛 = 4, 𝑇 * = 1, 𝜌 = 1.

лировании использовалась система единиц Леннарда-
Джонса, в которой энергия и температура измеряется
в единицах 𝜀, а расстояние — в единицах 𝜎. Во всех рас-
четах температура принимала одно и то же значение
𝑇 * = 1, а плотность вещества 𝜌 определялась парамет-
ром 𝜁. Уравнения движения интегрировались с помо-
щью алгоритма Верле с шагом по времени Δ𝑡 = 0.005.
Шаг по времени для термостата Нозе–Гувера для под-
держания постоянной температуры выбирался равным
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Δ𝑡 = 0.05. Количество шагов моделирования изменя-
лось в зависимости от решаемой задачи от 103 до 2 ·106.

6. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЯ

6.1. Уравнение состояния

Ниже представлены результаты зависимости фак-
тора сжимаемости 𝑃

𝜌𝑘𝐵𝑇 от безразмерного параметра 𝜁 и

его аппроксимация, предложенная [10]. Необходимо от-
метить, что аппроксимация хорошо описывает резуль-
таты МД моделирования.

Рисунок 2. Фактор сжимаемости для системы мягких сфер
в зависимости от безразмерного параметра 𝜁 для 𝑛 = 12
и аппроксимация [10]. Количество частиц во всех расчетах
𝑁 = 4000, шаг по времени Δ𝑡 = 0.005, количество шагов мо-
делирования 2 · 104, 𝑇 * = 1. Красные круги — результаты
МД-моделирования, черная сплошная линия — аппроксима-
ция.

6.2. Коэффициент самодиффузии

Для расчета коэффициента самодиффузии был
написан программный код, использующий результа-
ты молекулярно-динамического моделирования. Расчет
проводился по формуле для среднеквадратичного сме-
щения [11]. Программный код рассчитывает отклоне-
ние от положения равновесия частицы на каждом ша-
ге по времени и строит график среднеквадратичного
смещения от времени (рисунок 3). Затем, методом наи-
меньших квадратов рассчитывается угол наклона пря-
мой, который пропорционален коэффициенту самодиф-
фузии. Для проверки правильности работы программы
были взяты результаты из работы 2014 года [15]. На ри-
сунке 4 представлены результаты, полученные методом
МД, для логарифма коэффициента самодиффузии в за-
висимости от параметра 𝜁. Количество частиц, исполь-
зуемых при моделировании, 𝑁 = 4000, шаг по времени
Δ𝑡 = 0.005, вывод значений координат частиц проводил-
ся через каждые 100 шагов, количество шагов моделиро-
вания 2 · 106, 𝑇 * = 1. Можно отметить хорошее совпаде-
ние результатов между собой. Также на графике пред-
ставлена аппроксимация коэффициента самодиффузии
(15), которая, как можно заметить, хорошо описывает
данные моделирования.

Рисунок 3. Среднеквадратичное смещение частицы в зави-
симости от числа шагов времени для 𝑛 = 4 и 𝜁 = 0.14. Ко-
личество частиц во всех расчетах 𝑁 = 4000, шаг по времени
Δ𝑡 = 0.005, вывод значений координат частиц проводился
через каждые 100 шагов, количество шагов моделирования
2 · 106, 𝑇 * = 1.

Рисунок 4. Зависимость логарифма коэффициента само-
диффузии 𝐷 от безразмерного параметра 𝜁 для 𝑛 = 12. Ко-
личество частиц во всех расчетах 𝑁 = 4000, шаг по времени
Δ𝑡 = 0.005, вывод значений координат частиц проводился
через каждые 100 шагов, количество шагов моделирования
2 · 106, 𝑇 * = 1. Черные треугольники — результаты получен-
ные в работе 2014 [15]. Красные круги — результаты, полу-
ченные методом МД. Черная сплошная линия — аппрокси-
мация коэффициента самодиффузии [15].

6.3. Тепловая энергия

В 1975 году авторами статьи [8] была предложе-
на аппроксимация для тепловой части потенциальной
энергии

𝛿Φ

𝑁𝑘𝑏𝑇
=

1

6
(𝑛+ 4)𝜌

𝑛
9

(︁ 𝜀

𝑘𝑏𝑇

)︁ 1
3

, (17)

где 𝛿Φ = Φ − Φ0. Это эмпирическое выражение было
получено авторами по результатам моделирования ме-
тодом Монте–Карло. Моделирование проводилось для
𝑁 = 256 частиц и параметра мягкости 𝑛 = 4, 6, 9, 12.
Расхождение между данными моделирования и аппрок-
симацией было небольшим. Так как на сегодняшний
день вычислительные мощности позволяют проводить
моделирование с использованием более точных мето-
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дов и большего числа частиц, было принято решение
проверить точность аппроксимации (17). При вычисле-
ниях использовался метод МД с количеством частиц
𝑁 = 2048, 𝑇 * = 1, шаг по времени Δ𝑡 = 0.001, количе-
ство шагов моделирования 1·104. На рисунке 5 представ-
лены результаты МД-моделирования и аппроксимация
(17). Следует отметить, что эта аппроксимация плохо
описывает результаты МД-моделирования при 𝑛 < 6.

Рисунок 5. Тепловая часть потенциальной энергия для си-
стемы мягких сфер при 𝑛 = 4, 6, 8, 12, полученная методом
молекулярной динамики (𝑁 = 2048, 𝑇 * = 1, шаг по вре-
мени Δ𝑡 = 0.001, количество шагов моделирования 1 · 104)
и аппроксимация (17), обозначенная черной сплошной ли-

нией. Константа 𝐴 =
(︁

6

𝜋
√
2

)︁𝑛
9
. Зависимость тепловой части

потенциальной энергии для 𝑛 = 4 обозначена красными тре-
угольниками, для 𝑛 = 6 — синими квадратами, для 𝑛 = 9 —
фиолетовыми кругами, для 𝑛 = 12 — зелеными ромбами.

7. ВЫВОДЫ

Выполнен анализ современных аппроксимаций
уравнения состояния и коэффициента самодиффузии

для системы мягких сфер. Показано, что известная ап-
проксимация Гувера 1975 года даёт значительные по-
грешности при высоких плотностях и 𝑛 ≥ 6. Построе-
на аппроксимация коэффициента самодиффузии в за-
висимости от параметра упаковки. Результаты МД-
моделирования подтверждают высокую точность по-
строенных аппроксимаций.
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